1.

11. évfolyam gimndzium

L. fordulo

Egy varosi sakkbajnoksagon barmely két résztvevd egy partit jatszik egymadssal. A
versenyen elindult Botond is, aki azonban 6 lejatszott parti utan feladta a kiizdelmet. Csaba
szintén részt vett a bajnoksagon, de 6 mar a masodik lejatszott partija utan visszalépett a
tovabbi versenyzéstdl. A bajnoksdgon igy Osszesen 73 sakkpartit bonyolitottak le a
jatékosok kozott.
a) Megmérkdzott-e egymassal Botond és Csaba?
b) Botondot és Csabat nem szamitva, 6sszesen hany résztvevoje volt a bajnoksagnak?

(10 pont)

Béla elfelejtette Géza 8-jegyli telefonszamat, mindossze két szamjegyre emlékszik
biztosan: az elsd 7-es, a negyedik szdmjegy 9-es. Arra is emlékezett, hogy a telefonszam
barmely négy szomszédos szamjegyének Osszege ugyanannyi, valamint a 8-jegyll
telefonszdm oszthat6 3-mal.
a) Lehet-e Géza telefonszama 9-cel oszthatd?
b) Mennyi a valoszinlisége annak, hogy ha Béla egy a rendelkezésére allo feltételeknek
megfeleld telefonszamot véletlenszertien tarcsaz, akkor fel tudja hivni Gézat?
(10 pont)

Az ABCD négyzet CD oldalat a DAC< szogfelezdje az E pontban, a DBAZ szogfelezdje
az AC 4tlot az F pontban metszi. Az ABF haromszog teriilete 25 cm?. Mekkora az ABCD

négyzet teriilete?
(10 pont)

Az ffuggvényt a [—4; 1] intervallumon az

x> +x—6
SR — 1
fe) == e+ 1l
hozzarendelési szaballyal értelmezziik. Adjuk meg az f fiiggvény értékkészletét.
(10 pont)
Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.
VX3 +x2 +/x3 —x2 =2 x
(10 pont)

Hany olyan 2025-nél nem nagyobb pozitiv egész szam van, amelyet n helyére helyettesitve

az
A=n®>—-16n

kifejezés értéke oszthatd 45-tel?
(10 pont)



11. évfolyam gimnazium, I. fordulo

Pontozasi utmutato

1. Egy varosi sakkbajnoksagon barmely két résztvevo egy partit jatszik egymassal. A
versenyen elindult Botond is, aki azonban 6 lejatszott parti utan feladta a kiizdelmet.
Csaba szintén részt vett a bajnoksagon, de 6 mar a masodik lejatszott partija utan
visszalépett a tovabbi versenyzéstol. A bajnoksagon igy dsszesen 73 sakkpartit
bonyolitottak le a jatékosok kozott.

a) Megmérkozott-e egymassal Botond és Csaba?
b) Botondot és Csabat nem szamitva, dsszesen hany résztvevoje volt a bajnoksagnak?

a) Ha Botond és Csaba nem jatszott még egymassal, akkor a tobbiek dsszesen

73 — 6 — 2 = 65 partit jatszottak egymassal. 1 pont
Ha Botondon és Csaban kiviil még n jatékos vett részt a bajnoksagon, akkor
0k egymast kozt 6sszesen (n) = 27D artit jatszottak
gy 2 2 P J ’ 1 pont
ezeért
n-(n—1
n-D_ o
2 1 pont
A fenti egyenletbdl
n?-—n—130=0,
aminek nincs pozitiv egész megoldasa, 1 pont
ezért Botond és Csaba biztosan jatszott egymassal. 1 pont

b) Az a) feladat eredménye alapjan tudjuk, hogy Botond és Csaba jatszott

egymassal. Ekkor a tobbiek 0Osszesen 73 —6—2+ 1 =66 mérkdzeést
Jatszottak egymassal, 1 pont
igy A

n-(n—1

— =66,

2 1 pont

amibdl
A kapott masodfoku egyenlet megoldasain = 12 ésn = —11. 1 pont
Mivel a jatékosok szdma pozitiv egész szam, ezért a bajnoksagon Botondot és
Csabat nem szamitva 12 jatékos vett részt. 1 pont

Osszesen:

10 pont




2. Béla elfelejtette Géza 8-jegyii telefonszamat, mindossze két szamjegyre emlékszik
biztosan: az elso 7-es, a negyedik szamjegy 9-es. Arra is emlékezett, hogy a telefonszam
barmely négy szomszédos szamjegyének oOsszege ugyanannyi, valamint a 8-jegyii
telefonszam oszthato 3-mal.

a) Lehet-e Géza telefonszama 9-cel oszthato?
a) Mennyi a valosziniisége annak, hogy ha Béla egy a rendelkezésére allo feltételeknek
megfelelo telefonszamot véletlenszeriien tarcsaz, akkor fel tudja hivni Gézat?

a) Géza telefonszamat 7ab9cdef alakban keressiik, ahol az ismeretlenek
mindegyike egy-egy szdmjegyet jelol.
Mivel barmely négy szomszédos szamjegy 0sszege ugyanannyi, ezert
7+a+b+9=a+b+9+c¢,
Ismét a szamjegyek 0sszegének egyenldségét hasznalva
7+a+b+9=b+9+7+d,
amibdl kovetkezik, hogy d = a. 1 pont
Hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy e=b¢é¢s f =9, igy Géza
telefonszama 7ab97ab9 alaku. 1 pont
A fenti 8-jegyli szam szamjegyeinek dsszege 32 + 2(a + b). 1 pont
A telefonszdm pontosan akkor oszthatd 9-cel, ha szamjegyeinek Osszege
oszthato 9-cel, igy példdul a = 1, b = 1 esetén a 71197119 oszthat6 9-cel,
igy Géza telefonszama lehet 9-cel oszthato. 2 pont*
b) A 3-mal val6 oszthatosag miatt 32 + 2(a + b) oszthat6 3-mal. Aza + b
lehetséges értékei: 2, 5, 8, 11, 14 17. 1 pont
Osszefoglaljuk, hogy az egyes dsszegek hanyféleképp kaphatok meg.
a + b értéke 2158 11|14 |17
Lehetdségek szdma (3|6 (9| 8 | 5 | 2
Ezek alapjan 6sszesen 33 darab 8-jegyil szam tesz eleget a feltételeknek. 2 pont
Annak a valoszinlisége tehat, hogy Béla els¢ probalkozasra fel tudja hivni
!
Gézat o 1 pont
Osszesen: | 10 pont

Megjegyzés: Ha a versenyzo elozetes szamitdasok nélkiil ir fel egy 9-cel oszthato, a feltételeknek
megfeleld szamot, akkor csak a *-gal jelolt pontokat kapja meg.



3. Az ABCD négyzet CD oldalat a DAC £ szogfelezoje az E pontban, a DBAZ szégfelezdje
az AC atlét az F pontban metszi. Az ABF haromszég teriilete 25 cm’. Mekkora az ABCD

négyzet teriilete?

Abrét készitiink a feladat szovege alapjan.

D E Cc

A B

Az ABF ¢és a CAE haromszogekben
FAB£ = ECAZ = 45°,

FBAz = EAC. = 22,5°, 1 pont
ezért a két haromszog szogei paronként megegyeznek, ebbdl adodik, hogy az FAB
¢s az ECA haromszogek hasonlok. 1 pont
Ha a két haromszog hasonlosagéanak aranyat A jeloli, akkor
1= AB
—AC
Ha az ABCD négyzet oldalat a jeldli, akkor AC = a - /2, ezért
a2
a-v2 2 1 pont
Hasonlo sikidomok teriiletének ardnya megegyezik a hasonlosdg aranyanak
négyzetével, ezért
2
Tapr (E) 1
Teae 2 2 2 pont
Felhasznélva, hogy az ABF haromszdg teriilete 25 cm?, azt kapjuk, hogy
Teap = 2 Tapr = 50 cm?. 1 pont
Az ACD haromszogben AE szdgfelezd, igy a szogfelezdtétel alapjan
DE _AD a V2
EC AC q-v2 2 1 pont
Az EAD ¢és CAE haromszogek DE és EC oldaldhoz ugyanakkora magassag
tartozik (épp a négyzet a oldala), ezért a két haromszog terlilete megegyezik a
DE ¢s EC oldalak aranyéaval, azaz
Tgap E
TCAE 2 ’ 1 pont
oy 1 . V2 V2
amibdl kovetkezik, hogy Tgap = = Tcag = = 50 = 25 -2 cm?. 1 pont

3




Az ABCD négyzet teriilete
Tasep = 2 (Tgap + Teag) = 2 (25 V2 + 50) = 100 + 50v2 cm?. 1 pont

Osszesen: | 10 pont

4. Az ffiiggvényt a [—4; 1] intervallumon az

x2+x—6
flx) = o2
hozzarendelési szaballyal értelmezziik. Adjuk meg az f fiiggvény értékkészletét.

x4+ 1

Az értelmezési tartomanyon x — 2 < 0, ezért |[x — 2| = 2 — x. 1 pont

Az |x + 1| felbontasa:
—x —1, hax€[-4; —1],

Ix +-]1 =:{ X +‘1, hax € [—‘1; 1]. 1 porn

Ezek alapjan az f fiiggvény hozzarendelési szabalya:

x2+x—6
(—x—1), haxe€[—-4; —1],
fR =3 foX

x> +x—6
- .(x+1), haxe[-1;1].
2—x 1 pont

Az x? + x — 6 masodfoka kifejezés gyokei 2 és —3, ezért a gyoktényezds
formula alapjan x* + x — 6 = (x — 2) - (x + 3). | pont

A szorzatalak behelyettesitése utdn az f hozzéarendelési szabdlyaban
egyszerusithetiink, igy azt kapjuk, hogy

£00) _{—(x+3)-(—x—1), hax € [—4; —1],
l-(x+3):(x+1), haxel[-1;1], 1 pont
azaz
_(x*4+4x+3, haxe[-4 —-1]
fo) = {—xz —4x -3, haxe€[-1;1]. 1 pont

A hozzéarendelési szabalyban megjelend masodfoku kifejezéseket teljes négyzetté
alakitjuk:

(x+2)2—1, haxe€e[-4 —1],

fx) = {—(x +2)24+1, haxe [—1; 1]. 1 pont




Az ffiiggvény grafikonja:

2 pont*
Az 4bra alapjan az f figgvény értékkészlete: [—8; 3]. 1 pont*

Osszesen: | 10 pont
Megjegyzés: A *-gal jelolt pontokat akkor is megkapja a versenyzd, ha a fiiggvény grafikonjat
nem dbrazolja, hanem mds modszerekkel (pl. szélsoérték megkeresése, monotonitds vizsgalata)
dllapitia meg helyesen az értékkészletet.

5. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazan.

Va3 +x2 +yx3 —x2 =2«

Vizsgaljuk meg az egyenlet értelmezési tartomanyat. A négyzetgyok alatti
kifejezések szorzattd alakithatok: x3 + x2 = x2(x + 1) és x> —x? =x?(x — 1). | pont

A négyzetgydk alatt nemnegativ szamok allnak, ezért x2(x + 1) > 0, amibél
x > —1.Azx?(x — 1) > 0 egyenlétlenség megoldasa: x = 0 vagy x > 1.
Az egyenlet értelmezési tartomanya: x = 0 vagy x = 1. 2 pont

Az x = 0 megoldasa az egyenletnek. 1 pont

Ha x > 1, akkor tényezénkénti gyOkvonds utan, a Vx? = |x| Osszefliggés
felhasznalasa utan, azt kapjuk, hogy

x| - Vx+1+ x| Vx—1=+v2-x. 1 pont
Az x > 1 feltétel mellett [x| = x, tovabba mindkét oldalt eloszthatjuk a 0-tol biztosan
kiilonboz0 x-szel, igy adodik, hogy




Mindkét oldalbol a vx — 1 kifejezést kivonva, majd négyzetre emelve
x+1=2-2-V2Vx—1+x-1,
amibdl rendezést kdvetden

2-V2'x—-1=0.

1 pont*
A kapott egyenlet megoldasa x = 1. 1 pont*
Az egyenletnek Osszesen két megoldasa van, az x = 0 és az x = 1. A kapott
gyokok mindegyike valoban megoldasa az egyenletnek, amit az ellenérzés is
Osszesen: | 10 pont
Megjegyzések:
1. A *-galjelolt pontokat akkor is kapja meg a versenyzo, ha megallapitja, hogy x > 1 esetén

Vx+1>V1+1=v2 és igy a Vx +1++Vx —1=+/2 egyenlet bal oldalin dllé

kifejezésre \Jx + 1 +Vx — 1 > V2 + 0 = /2, ezért csak x = 1 lehetséges.

A kapott 2-/(x+1)-(x — 1) = 2 — 2x egyenlet négyzetre emelés segitségével is

megoldhato, hiszen ekkor azt kapjuk, hogy 4(x? — 1) = 4 — 8x + 4x?, amibdl rendezés és

osszevonasok utan 8x = 8, azaz x = 1.

6. Hdany olyan 2025-nél nem nagyobb pozitiv egész szam van, amelyet n helyére

helyettesitve az
A=n®—16n
kifejezés értéke oszthato 45-tel?

Az A kifejezést szorzatta alakitjuk:
A=nn*—-16)=n(n?-4)(n?+4) =

1 pont

=nn—-2)(n+2)(n? + 4).

1 pont

A 45-tel valo oszthatosag feltétele az 5-tel és a 9-cel valo oszthatdsag egyidejii
teljestilése.

Elobb az A4 kifejezés értékének 5-tel valod oszthatdsagat vizsgaljuk az n szam 5-0s
maradéka segitségével. Ha n = 5k, vagy n = 5k + 2, vagy n = 5k + 3 (k € Z),
akkor rendre az n, n — 2, n + 2 értéke oszthatd 5-tel, igy 4 is rendelkezik ezzel a
tulajdonsaggal.

1 pont

Han = 5k + 1, akkor n? + 4 = 25k? + 10k + 5, ami oszthato 5-tel.
Han = 5k + 4, akkor n? + 4 = 25k? + 40k + 20, ami szintén oszthato 5-tel.
Az A kifejezés értéke minden pozitiv egész n szam esetén oszthato 5-tel.

2 pont

Vizsgaljuk az A kifejezés értékének 9-cel vald oszthatdsdgat az n szam 9-es
maradéka segitségével.

Han =9k, n=9k+ 2, n=9k — 2 (k € Z), akkorrendre azn,n — 2, n + 2
értéke oszthatd 9-cel, igy 4 is rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

2 pont




Han = 9k + 1, akkor n? + 4 = 81k? 4+ 18k + 5, ami nem oszthatd 9-cel.
Han = 9k + 3, akkor n? + 4 = 81k? + 54k + 13, ami nem oszthatd 9-cel.

Han = 9k + 4, akkor n? + 4 = 81k? + 72k + 20, ami szintén nem oszthat6 9-
cel.

Az A kifejezés értéke pontosan akkor oszthat6 9-cel, ha az n szam 9-cel osztva 0,
2 vagy 7 maradékot ad. 2 pont*

Az elsé 2025 pozitiv egész szam kozt mindegyik maradékosztdlyba 2025:9 =
225 szam tartozik, ezért Osszesen 675 szam tesz eleget a feladat feltételeinek. 1 pont

Osszesen: | 10 pont

Megjegyzések:

1. Ha a versenyzé az 5-tel valo oszthatosagot az A kifejezés értékének utolso szamjegye
alapjan vizsgalja, akkor kapja meg a megfelelé pontokat.

2. Haaversenyzé a 9-es maradékokat is végigszamolva kapja meg a harom maradékosztalyt,
akkor is kapja meg a *-gal jelolt pontokat.



12. évfolyam gimnazium

L. fordulo

Az A = {1;2; 3; ...; 400} halmaz elemeit parokba rendezziik tgy, hogy a halmaz minden
eleme pontosan egy parnak legyen tagja. Az igy kialakul6 parok mindegyikére képezziik a
part alkot6 két szam Gsszegét.

a) Bizonyitsuk be, hogy nem lehet a kapott 6sszegek mindegyike 3-mal oszthato.

b) Lehetséges-e, hogy a kapott 6sszegek mindegyike oszthat6 5-tel?

(10 pont)
Egy szamtani sorozat els tagja 5, n-edik tagja 12, k-adik tagja 13 (k > n).
a) Bizonyitsuk be, hogy az n szam 7-tel osztva 1 maradékot ad.
b) Szamitsuk ki a k£ szdm 8-cal adott osztasi maradékat.

(10 pont)

Az ffiiggvényt az
2

Ve+1—-+Vx—-1

fX)=vx—1-
hozzarendelési szaballyal értelmezziik.
a) Adjuk meg az ffiiggvény értelmezési tartomanyat.
b) Abrazoljuk az ffiiggvény grafikonjat értelmezési tartomanyéanak azon a részhalmazan,

amelyek 8-ndl nem nagyobb szdmokbdl allnak.
(10 pont)

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

1 2 x?
(§_2> O a0
(10 pont)

Az ABCD téglalap AB oldalanak A-hoz, BC oldalanak B-hez, CD oldalanak C-hez,
valamint DA oldalanak D-hez legkdzelebb esd negyedeld pontja rendre P, O, R, valamint
S. A téglalap egy belsd T pontjara teljesiil, hogy a PTOB négyszog teriilete harmadrésze az
ABCD téglalap teriiletének. Mekkora az STRD négyszog és az ABCD téglalap teriiletének
aranya?

(10 pont)

Egy négyzet csucsainak koordinatai: (0;0),(2;0),(2;2)és(0;2). Az y=ax+b
2
egyenletli egyenes felezi a négyzet teriiletét, tovabba az y = x? egyenletli parabolat két

olyan pontban metszi, amelyek els6 koordinatainak kiilonbsége v/ 13. Hatarozzuk meg az a
¢és a b paraméter értékét.
(10 pont)



12. évfolyam gimnazium, I. forduloé

Pontozasi utmutato

1. Az A ={1;2;3;...; 400} halmaz elemeit parokba rendezziik ugy, hogy a halmaz minden
eleme pontosan egy parnak legyen tagja. Az igy kialakulo parok mindegyikére képezziik
a part alkoto két szam Osszegét.
a) Bizonyitsuk be, hogy nem lehet a kapott osszegek mindegyike 3-mal oszthato.
b) Lehetséges-e, hogy a kapott 6sszegek mindegyike oszthato 5-tel?
a) Ha a kialakulo parok mindegyikében 3-mal oszthaté lenne a szamok
Osszege, akkor az els6é 400 pozitiv egész dsszege is 3-mal oszthato lenne. 1 pont
Az els6 400 darab pozitiv egész szam Osszege ugyanakkor
401 -400
1+2+--+400 =———=401-200 = 80200,

2 2 pont
ami nem oszthat6 3-mal, 1 pont
igy nem lehet minden par 6sszege 3-mal oszthato. 1 pont

b) A kapott 6sszegek mindegyike lehet 5-tel oszthato. 1 pont
Az egész szamok 5-6s maradéka 0, 1, 2, 3 vagy 4 lehet. Osszuk az elsé 400
darab pozitiv egész szamot a fenti 5 csoportra. Ekkor minden csoportba 80
darab szam kertil. 2pont
A 80 darab 5-tel oszthatdo szamot tetszéleges modon parba allithatjuk,
minden parban 5-tel oszthato lesz a szdmok Gsszege.
Az 5-tel osztva 1 maradékot ado szdmokat a 4 maradékot ado szamokkal
tetszoleges modon parba allitva 5-tel oszthat6 lesz a parok Osszege.
Ehhez hasonl6an az 5-tel osztva 2 maradékot ad6 szdmokat a 3 maradékot
ad6 szamokkal tetszéleges modon parba allitva 5-tel oszthatd lesz a parok
0sszege.
Ezzel belattuk, hogy a parba allitds megvalosithato. 2pont
Osszesen: | 10 pont

Megjegyzések:

1. A versenyzé az a) részre maximalis pontot kaphat, ha arra hivatkozik, hogy a parba adllitas
soran 3-mal oszthato szamnak csak 3-mal oszthato szam lehet a parja, de az elsé 400
darab pozitiv egész szam kozott paratlan sok 3-mal oszthato szam van, ezért a parba allitas
nem valosithato meg.

2. A b) részre barmilyen jo példa megadasa esetén maximalis pontszam adhato.




Egy szamtani sorozat elsé tagja 5, n-edik tagja 12, k-adik tagja 13 (k > n).
a) Bizonyitsuk be, hogy az n szam 7-tel osztva 1 maradékot ad.
b) Szamitsuk ki a k szam 8-cal adott osztasi maradékat.

Az {a,} szamtani sorozat tagjaira: a; = 5, a,, = 12, a, = 13.
Ha a sorozat differencidjat d jeldli, akkor

(1) 54+ (n—1)d =12,

() 5+ (k—1)d =13.

1 pont

A (2) és (1) egyenloségek megfeleld oldalainak kiilonbsége:
(k—1)d—(n—-1)d =1,
(k—n)d = 1.

2 pont

Mivel a sorozat differencidja 0-t6] kiillonbozo, ezért
1
Ck-n

amit az (1) osszefiiggésbe helyettesitve

1
5+(Tl—1)'m:12,

amibo6l
(3) n—1=7(k—n).

2 pont

Rendezés utan adodik, hogy
n=7k—-n)+1,
amibdl kovetkezik, hogy az n szdm 7-tel osztva 1 maradékot ad.

2 pont

b)

A (3) 0sszefiiggésbdl rendezés utan azt kapjuk, hogy
8n—1="7k,
majd mindkét oldalbol 8k-t elvéve
8(n—k)—1=—k,
végiil —1-gyel szorozva
k=8(k—n)+1.

2 pont

A k szam 8-cal osztva 1 maradékot ad.

1 pont

Osszesen:

10 pont

2

Az f fiiggvényt az f(x) = Vx — 1 — Nrzs N
hozzarendelési szaballyal értelmezziik.
a) Adjuk meg az f fiiggvény értelmezési tartomdnyat.

b) Abrazoljuk az f fiiggvény grafikonjat értelmezési tartomdanydnak azon a részhalmazan,

amelyek 8-nal nem nagyobb szamokbdl allnak.

Anégyzetgyok alatt nemnegativ szamok éallnak, ezért x + 1+>0¢ésx — 1 > 0,
amelyekbdl x > 1.

1 pont

A tort nevez6jében nem allhat 0, ezért Vx + 1 —vVx — 1 # 0, ami minden
valds x-re teljesiil,

1 pont

ezért a figgvény értelmezési tartomanya: [1; ool.

1 pont




b) Az f hozzarendelési szabalydban szerepld tort nevezdjének gyoktelenitése
utan kapjuk, hogy
2 B 2(Vx+1+Vx —1) B
Vi+l-vx—-1 (Wx+1-Vx—-1)Vx+1+vVx—1)
2(Vx+1++vVx—1
= ( )=\/x+1+\/x—1.
x+1D)—-(x—-1) 3 pont

Ezt felhasznalva

f)=vx—1-(Wx+1+Vx—1)=—Vx+1. 1 pont

Az ffiiggvény grafikonja a megfelelé halmazon:

3 pont*

Osszesen: | 10 pont

Megjegyzés: Ha a versenyzé a fiiggvény abrazolasanal az értelmezési tartomanyt figyelmen
kiviil hagyja, akkor a *-gal jel6lt pontokbol legfeljebb 1 pontot kaphat.

4. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazan.
2 2
x

1
(5_2) T T T a2 10

Mivel 1 — 4x + 4x% = (1 — 2x)?, 1 pont

, R 1
ezért x + 0 és x # -
2 1 pont

Az egyenlet a kovetkezd alakra hozhat6:

(1_2x>2+9( - )2—10
x 1-2x/ 1 pont

_ 2
Vezessikk beay = (%) helyettesitést, ekkor

+9 ! 10
y = ’
y
amibdl
A kapott egyenlet megoldéasai: y = 1ésy = 9. 1 pont

Az =2 kifejezés lehetséges értékei: 1, —1, 3, —3. %
x 1 pont




Ha 2% = 1, akkor x = §

Ha 1—xe = —1, akkor x = 1.

Ha 2% = 3, akkor x = %

1-2x

Ha — = —3, akkor x = —1. 2 pont*

Az egyenletnek a fenti négy megolddsa van. Ellendrzés mutatja, hogy valdéban

mind kielégiti az egyenletet. 1 pont
Osszesen: | 10 pont

Megjegyzések:
1. Ha a versenyzo nem talalja meg mind a négy megoldast %—r@, akkor a *-gal jelolt

pontokbdl legfeljebb csak 1 pontot kaphat.
2. A harmadik sorban szerepl6 egyenlet az alabbi modszerrel is megoldhato:

o Teljes négyzetté alakitas utdn:

1-2x x \2 1-2x  «x
( x +3.1—2x> —z3 x 1-2x
o A megfelel6 miiveletek elvégzése utdin
1-—-2x x \°
( x +3.1—2x> =16,

x
= —4,
1-2x

o A kapott egyenletek mindegyike masodfoku egyenletre vezet.

10.

amibé’lﬂ+3-4=4vagyﬂ+3-
x 1-2x X

5. Az ABCD téglalap AB oldalanak A-hoz, BC oldaldnak B-hez, CD oldalanak C-hez,
valamint DA oldaldnak D-hez legkozelebb es6 negyedeld pontja rendre P, O, R, valamint
S. A téglalap egy belsé T pontjara teljesiil, hogy a PTOB négyszog teriilete harmadrésze
az ABCD téglalap teriiletének. Mekkora az STRD négyszog és az ABCD téglalap
teriiletének aranya?

Abrit készitiink a feladat szovege alapjan. A téglalap 4B oldaldnak hosszat a-val, BC
oldalanak hosszat b-vel jeloljik. A T pontbol a téglalap oldalaira merdlegeseket
allitunk és a T pont 4B oldaltdl valo tavolsagat x, a BC oldaltol valo tavolsagat y
jeloli. Ekkor a Tpont CD oldaltél valo tavolsaga b — x, a DA oldaltdl valo tavolsaga

a—y.

O

1 pont




A PTOB négyszog teriilete a PTB és a BTQ haromszogek teriiletének dsszege, ezért

3 1
T _Zax+zb}’_3ax+by
PTQE ™ 9 2 8 2 pont
A feladat feltétele alapjan a PTQOB négyszog teriilete az ABCD téglalap
teriletének harmadrésze, ezért
3ax+ by ab
g8 3’
amibdl
8
(1) 3ax + by = gab. 2 pont
Az STRD négyszog teriilete az STD és a DTR haromszogek tertiletének 0sszege,
igy
1 3
zbla=y) zalb-x) 4ab-by-3ax
Tsrrp = + = .
2 2 8 2 pont
Az (1) Osszefliggést felhasznalva
8
T _4ab—(3ax+by)_4ab—§ab_1 b
STRD = 8 B 8 6 2 pont

Az STRD négyszog ¢és az ABCD téglalap teriiletének aranya %. 1 pont

Osszesen: | 10 pont

6. Egy négyzet csiicsainak koordinatai: (0;0),(2;0),(2;2) és (0;2). Az y=ax+b

2
egyenletii egyenes felezi a négyzet teriiletét, tovabbd az y = x? egyenletii parabolat két

olyan pontban metszi, amelyek elsé koordinatainak kiilonbsége \13. Hatarozzuk meg az

a és a b paraméter értéket.

Megmutatjuk, hogy ha egy egyenes felezi egy négyzet teriiletét, akkor az egyenes

atmegy a négyzet kdzéppontjan. 1 pont
A fenti allitas a négyzet atloira nyilvanvaloan igaz.
Tegytik fel, hogy egy egyenes az ABCD négyzet két szomszédos oldalat metszi,
az AB oldalt P-ben, az AD oldalt O-ban. Ekkor az APQ haromszog teriilete kisebb
az ABD haromszog teriileténél, igy a PO egyenes nem oszthatja két egyenld
tertiletli részre az ABCD négyzetet.

D C

@
A B
P\ 1 pont




Tegylik fel, hogy egy egyenes az ABCD négyzet két szemkdzti oldalat metszi, a
BC oldalt P-ben, az AD oldalt O-ban ¢és az egyenes nem megy at a négyzet O
kozéppontjan. Jelolje T az OQ egyenes és a BC oldal metszéspontjat. Az OQ
egyenes az ABCD négyzetet két egybevagd részre bontja, ezért az ABTQ trapéz
teriilete épp az ABCD négyzet teriiletének a fele.

A P és a T pontok kiilonboznek egymastol, ezért P a BT vagy a CT szakasz bels6
pontja. Ha a P pont a BT szakasz bels6 pontja, akkor az ABPQ négyszog teriilete
kisebb az ABTQ trapéz teriileténél, igy a négyzet teriiletének a felénél is.

A négyzet kdzéppontjara nem illeszkedd egyenes ezek szerint nem felezheti a
négyzet teriiletét.

A

1 pont
A feladatban szereplé négyzet kozéppontja O(1;1). Mivel az y =ax+b
egyenleti egyenes felezi a négyzet terliletét, ezért az O pont illeszkedik az
egyenesre, igy
2
Az egyenes ésazy = x? egyenletli parabola metszéspontjainak koordinatéira
© axtb
> =ax+b,
A kapott egyenlet gyokei:
2a +V4a?+8b 2a —V4a? +8b
X1 = ,xz = .
2 2 1 pont
A metszéspontok elsé koordinatainak kiilonbségére
X1 — Xo =\/4‘a2+8b = V13,
amibdl
Az (1) Osszefliggés alapjan b = 1 — a, amit felhasznélva adodik, hogy
4a’> +8(1—a) = 13,
amibdl azt kapjuk, hogy
. , iy o 5, 1
A kapott masodfoku egyenlet gyokei: a = Sésa=—-. 1 pont
A feladatnak két megoldasa van: a = E, b=—2ésa=— 1, =23
2 2 2 2 1 pont
Osszesen: | 10 pont




