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12. évfolyam
Pontozasi utmutato

1. Oldjuk meg a kovetkezo egyenlotlenséget a valos szamok halmazan.
3% —3%72 4% —4¥"2 1 3\*¥
2% —pv2 g —gr2 =73 (E)

Az egyenlOtlenség értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza. (Az
exponencialis fliggvény szigoru monotonitasa miatt egyik nevezo sem lehet 0.)

A bal oldalon 4ll6 masodik tortben szorzatokat alakitunk ki:
3% — 3x—2 (Zx _ 2x—2) . (zx + 2x—2) - 1 (3)96

2%X — Px=2 (3x — 3x—2) . (3x + 3x—2) - E ' 2 2 pont
Az egyszeriisitések elvégzése utan adodik, hogy
2% 4 2%72 - 1 (3)"
3*+3x272 \2/° 1 pont

A bal oldalon 4ll6 tort szamlaldjaban és nevezdjében kiemelés utan kapjuk, hogy
2% (14+27?) - 1 (3)x
3*-(14+372)" 2 \2/’

majd a miiveletek elvégzése utan
X

() 5=3()

X

) =5
—_ S —_ | — .
3 9 \2 2 pont

x 2—x
Mindkét oldalon 2 alapi hatvanyt alakitunk ki: (g) < (3) .

—\3 1 pont
A% alapt exponencialis fliggvény szigorian monoton csokkend, 1 pont
ezért x = 2 — X. 1 pont
A kapott egyenldtlenség megoldasa: x > 1. 1 pont
Ekvivalens 4talakitasokat végeztiink az értelmezési tartomanyon, igy a kapott
szamok valoban kielégitik az egyenl6tlenséget. 1 pont

Osszesen: | 10 pont

2. Melyek azok a pozitiv p primszamok, amelyekre az
f(x) =x%+px—60p
hozzarendelési szaballyal értelmezett fiiggvény mindkét zérushelye egész szam?

Az ffiiggvény zérushelyei

—p £/p? + 240p
5 :

A p primszam, ezért p? + 240p > 0, igy az f fiiggvénynek barmely p érték
mellett két zérushelye van. 2 pont

X12 =
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Ahhoz, hogy a fliggvény zérushelyei egész szamok legyenek sziikséges, hogy

p? + 240p négyzetszam legyen. 2 pont

A p prim kiemelése utin p? + 240p = p(p + 240), ami csak akkor lehet

négyzetszam, ha p|p + 240, amibdl kdvetkezik, hogy p|240. 2 pont

A 240 primosztoi: 2, 3, 5, ezért p = 2, vagy p = 3, vagy p = 5 lehet. 1 pont

Ha p =2, akkor p?+ 240p = 484 = 22%. Ekkor f(x) = x? + 2x — 120,

aminek zérushelyei x; = 10, x, = —12. A kapott gyokok egészek, ezért

p = 2 megoldasa a feladatnak. 1 pont

Ha p =3, akkor p?+ 240p = 729 = 272, Ekkor f(x) = x?+ 3x — 180,

aminek zérushelyei x; = 12,x, = —15. A kapott gyokok egészek, ezért

p = 3 megoldasa a feladatnak. 1 pont

Ha p =5, akkor p? + 240p = 1225 = 352, Ekkor f(x) = x? + 5x — 300,

aminek zérushelyei x; = 15, x, = —20. A kapott gyokok egészek, ezért

p = 5 megoldasa a feladatnak. 1 pont
Osszesen: | 10 pont

3. Egy kozépiskolaban elsé alkalommal hirdették meg az Ilkrek Vetélkeddje nevii
rendezvényt. Az eseményre 6 ikerpar, osszesen 12 versenyzo jelentkezett. A szervezok
vegiil ugy dontottek, hogy az ikrekbdl négyfos csapatokat szerveznek ugy, hogy semelyik
csapatban nem lehetnek egyiitt testvérek. Osszesen hanyféleképpen térténhet a csapatok
kialakitasa?

Két csapatéosszeallitast kiilonbozonek tekintiink, ha van olyan ember, akinek mdsok a
csapattarsai.

Az elsd csapatba eldszor kivalasztjuk a 6 ikerparbol azt a négyet, amelyek koziil

. o 6\ _ L A
egy-egy iker szerepel a csapatban. Ezt 6sszesen ( 4) = 15-féleképp tehetjiik meg. I pont

A négy ikerpar mindegyikébdl 2-féleképp, igy Osszesen 2* = 16-féleképp

valaszthatunk csapattagokat, 1 pont

ezért az elsO csapat tagjainak kivalasztasa 15 - 16 = 240-féleképp torténhet. 1 pont

A masodik csapat kivalasztasa eldtt még két ,.teljes” ikerparbol, és tovabbi négy
olyan emberbdl valaszthatunk, akik kozott mar nincsenek testvérek. A ,.teljes”
ikerparokbol egy-egy embert ki kell valasztanunk, kiilonben a harmadik csapatba

mindenképpen keriilnének testvérek. Erre 2 - 2 = 4 lehetdségiink van. 2 pont

A masodik csapatba még 2 embert kell valasztanunk a maradék 4 emberbdl, amit

4\ _ L s ,
(2) = 6-féleképp tehetiink meg. I pont

A masodik csapat Osszesen 4 -+ 6 = 24-féleképp valaszthato ki. 1 pont

Ezutan a még kivalasztasra nem kertilt emberek alkotjak a harmadik csapatot. Ha
a csapatok sorrendjére is tekintettel vagyunk, akkor 6sszesen 240 - 24 = 5760-
féleképp torténhet a kivalasztasuk.

1 pont
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Mivel a csapatok sorrendje nem szamit, ezért kivalasztasukra ? = 960 lehetdség
adodik.

2 pont

Osszesen:

10 pont

Megjegyzés: A versenyzo maximdalis pontot kaphat, ha valaszat nem egyetlen szammal, hanem

(22()

3!
indoklas nélkiili megadasa esetén legfeljebb 3 pontot kaphat.

egy helyes miiveltsor megadasaval adja meg, pl.

, ugyanakkor a valasz szoveges

meg az ABC hdaromszog hianyzo csucsainak koordinatait.

4. Az ABC haromszég C csucsanak koordinatai C(12; 3), B csucsa az y-tengelyre illeszkedik.
A B pontbol az A csucsnal lévo sz6g belso szogfelezojere emelt meroleges az AC oldalt a
D(6; 6) pontban metszi. A hdromszog oldalaira teljesiil, hogy AB: AC = 2:5. Hatdrozzuk

Az ABD haromszog A csucsnal 1évo belso szogfelezdje merdleges a BD oldalra,
ezért az ABD haromszog egyenld szard, amib6l kovetkezik, hogy AB = AD.
A

8

0 1 2 3 4 \5 6 7 8 9 10 1 12 13 2 pont
A feladat feltételei alapjan AB: AC = AD: AC = 2:5, ezért a D pont az AC
szakaszt 2: 3 aranyban osztja. 1 pont
Jelolje az A pont koordinatait A(aq;a,), ekkor az osztopont koordinataira
vonatkoz6 0sszefiiggés alapjan
3a; +2-12
= =
3a; +2-3 p
5 - )
amibdl a; = 2, a, = 8, azaz A(2; 8). 2 pont*
Az AC oldal hossza AC = /(12 — 2)2 + (3 — 8)2 = V125 = 5V/5, ezért
2
AB =-AC = 25. I pont
A B pont illeszkedik az 4 kozépponta r = 2+/5 sugaru korre, ezért koordinatai
kielégitik az
(x—2)2+(y—-8)?%2=20
egyenletet. 1 pont
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A B csucs elsé koordinataja 0, azaz 22 + (y — 8)? = 20, amibdl
(y — 8)% = 16. A kapott egyenletnek két megolddsa van, y; = 4 és y, = 12, 2 pont

A feladatnak feltételeinek két haromszog is eleget tesz. Ezek hidnyzé cstcsai:

A(2;8) és B(0;4), illetve A(2;8) és B(0;12). 1 pont

Osszesen: | 10 pont

Megjegyzések:
1. A *-gal jelolt pontokat a versenyzé akkor is megkaphatja, ha vektorokkal dolgozik.
— Ha az A pont koordinatdit A(ay; a,) jeloli, akkor AD(6 — a;;6 —a,), és

AC(12 — ay;3 — ay). 1 pont
— Mivel AD =2AC, ezért 6 —a; ==(12 —a,) és 6 — a; = = (3 — ap),
amibdl a, = 2, a, = 8, azaz A(2; 8). 1 pont

2. Ha a versenyzé csak az egyik megoldast taldlja meg, akkor maximum 8 pontot kaphat.
3. A két megoldast mutato abra (nem elvaras a versenyzotol):
{ ;

5. A hegyesszogii ABC hdromszég oldalainak hossza BC = a,CA=b,AB =c. A
haromszég belsejében fekvo egyik ponton dt pdarhuzamosokat huzunk a haromszog
oldalaival ugy, hogy a kapott egyenesek hdaromszogbe esé szakaszainak hossza
megegyezik. Bizonyitsuk be, hogy ha az igy kialakulo pdarhuzamos szakaszok kozos
hosszat x jeloli, akkor

2
xSa(a+b+c).

Abrat készitiink a feladat szovege alapjan, melyen a hdromszog belsejében fekvo
pontot P-vel, a haromszog oldalaival parhuzamos szakaszok metszéspontjait a
BC oldalon G-vel és J-vel, a CA oldalon H-val és F-fel, valamint az AB oldalon
K-val és E-vel jeloljiik (1d. abra).

1 pont
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B G J

Az igy kialakulé6 EBGP és PJCF négyszogek szemkozti oldalai parhuzamosak,
ezért mindkét négyszog paralelogramma, igy szemkozti oldalaik egyenldk. Ebbdl
adodoan

G]=a—BG—-J]C=a—EP—-PF=a—x.
Ehhez hasonlé gondolatmenettel belathat6, hogy EK = ¢ — x és FH = b — x.

Az ABC és PGJ haromszogek megfeleld oldalai parhuzamosak egymassal, ezért
a két haromszdg hasonlé egymashoz. Az egymasnak megfeleld oldalaik aranya
megegyezik, amibdl kovetkezik, hogy

PG G]
AB ~ BC
azaz
PG a-—x
< a
A kapott Osszefiiggésbol a PG szakasz hosszat kifejezve PG = M. 2 pont
A fentihez hasonlé gondolatmenet utan a PH = (b_bx)c Osszefiiggéshez jutunk.
A kapott két egyenldség megfeleld oldalait 6sszeadva
x = PG +pH = 4=0¢, b0
a b 2 pont
amibdl
abx = (a — x)bc + (b — x)ac.
A zarojelek felbontasa és rendezés utan azt kapjuk, hogy
_ 2abc
¥~ ab + bc + ca 1 pont
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Megmutatjuk, hogy
2abc
ab + bc + ca
Az egyenldtlenség bal oldalan allo tort nevezdjében kialakitjuk 3 tag szamtani
kbzepét, majd a tort értékét (az ab, bc, ca szdmokra vonatkozdan) a szdmtani €s
mértani kdzép kozti egyenldtlenség alkalmazasaval noveljiik:

2
Sg(a+b+c).

2ab 2 abc 2 abc 2
abc 3 3
=3 < 3 = = Yabe.
ab+bc+ca ab+bc+ca ~ 3 (ab)(bc)(ca) 3
3 2 pont*
Ismét a szamtani és mértani kozép kozti egyenldtlenség felhasznalasaval
2 5 <2 a+b+c_2( thto)
g YWe=3TTT3T TG - | pont*
Egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha a = b = ¢, azaz ha az ABC haromszog
szabalyos. 1 pont

Osszesen: | 10 pont
Megjegyzés: a *-gal jelolt pontokat a versenyzé az alabbi gondolatmenetek barmelyikéért
megkaphatja.

1. gondolatmenet:

— A bizonyitando egyenlotlenség bal oldalan allo tort szamlalojat és nevezojét abc-vel

osztva

x = 2abc 2 1 vont

T ab+bctca  L4iiL p

a b c
— A harmonikus és szamtani kézepekre vonatkozo egyenlotlenség alapjan

3 at+b+c I pont

l+l+l - 3 7 p

) ) a b c
— amibol +——= < ;(a + b +c). 1 pont
a b c

2. gondolatmenet:
— A bizonyitando egyenlotlenség ekvivalens alakja:
9abc < (a+ b + c)(ab + bc + ca).
A zarojelek felbontasa, rendezés és 6sszevonas utan azt kapjuk, hogy
0 < a?b + ab? + a’c + ac* + b%*c + bc? — 6abc.
1 pont

— A jobb oldalon adllo tagokat csoportositva
0 < (a%b + c?b — 2abc) + (b%a + c?a — 2abc) + (a%c + b?c — 2abc),
amibdl kiemelés utan teljes négyzeteket kapunk:
0<b(a-c)*+alb—c)*+c(a-b)>
A jobb oldalon allo tagok nemnegativak, és az atalakitasok ekvivalensek voltak, amibol
az eredeti egyenlotlenség mar kovetkezik. 2 pont
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6. Egy orszdg 17 kisebb-nagyobb teleplilésbél dll. Barmely két kiilonbézé telepiilés kozt
legfeljebb egy kézvetlen utat épitettek, tovabbd bdrmelyik telepiilésbél el lehet jutni
bdrmelyik mdsik telepiilésbe, esetleg mds telepiilések érintésével. Az utak
megépitésével ugyanakkor sporoltak, mert nincs két olyan telepiilés, amelyek kézt két
kilénbézé utvonal lenne. A teleplilések kézt vannak zsdkfalvak, azaz olyanok,
amelyekbdl pontosan egy mdsik teleplilésbe vezet kbzvetlen ut. Legaldbb és legfeljebb
hdny zsdkfalu lehet az orszagban, ha a févdrosbdl pontosan 5 ut indul ki, és semelyik
madsik teleplilésb6l nem indul ennél tébb ut?

A telepiilések legyenek egy graf csucsai, két csucsot kossiink 0ssze é¢llel, ha
egyikbOl a masikba kozvetlen ut vezet. A feladat feltételei alapjan az igy
értelmezett graf 6sszefiiggd és kormentes, azaz fagraf.

Megmutatjuk, hogy az orszagban legalabb 5 zsakfalu van. 1 pont

Tekintsiink az orszdg fovarosat (legyen ez A4), amelybdl 5 ut indul. Az A4
telepiilésbol mind az 5 Gton inditsunk el egy-egy autot. Ezek az autok egy-egy uj
telepiilésbe jutnak, ahonnan (ha lehetséges) tovabb kiildjiik dket egy-egy, eddig
még nem bejart Giton. Miutan az autok elhagytak az A telepiilést, késébb mar nem
taldlkozhatnak egymadssal, hiszen a telepiilések grafja nem tartalmaz kort. Az
autok elobb-utdbb olyan telepiilésbe jutnak, amelybdl mar nem tudnak elindulni
még nem bejart Uton, hiszen a grafnak véges sok cstcsa van. Ezekbe a
telepiilésekbe 1 Ut vezet, azaz a grafbeli fokszamuk 1. Mivel 5 aut6 indult el, ezért
legalabb 5 zsakfalu van az orszagban. 2 pont

Az 5 zsakfalu megvalodsithatd, példaul ahogy azt az alabbi graf szemlélteti.

¢ o 2 pont

Megmutatjuk, hogy az orszdgban legfeljebb 13 zsdkfalu lehet. 1 pont

A 13 zsédkfalu megvalosithatd, példaul ahogy azt az alabbi dbra mutatja.

A

2 pont
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Indirekt modon tegyiik fel, hogy az orszagban van (legalabb) 14 zsakfalu. Minden
zsékfalu pontosan egy telepiiléshez kapcsolodik egy-egy Ttttal, és minden
telepiiléshez legfeljebb 4 zsakfalu kapcsolodik. Ha ugyanis 5 zsdkfalu
kapcsolodna valamelyik telepiiléshez, akkor abbdl a telepiilésbdl tobb ut mar nem
indulhat ki, ezért abbol csak a hozza kapcsolodo zsakfalvakat érhetnénk el, ami
ellentmond annak, hogy a graf 6sszefliggd. A 14 zsakfalu ezért legalabb tovabbi

[14—4] + 1 = 4 telepiilést feltételez, igy a telepiilések szama 18 lenne.
Ellentmondasunk igazolja, hogy legfeljebb 13 zsakfalu lehet az orszagban.

2 pont

Osszesen:

10 pont
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