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11. évfolyam
Pontozasi utmutato

1. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a pozitiv egész szamharmasok halmazan.
{xy +yz =161
xz+yz =144

Az els6 és a masodik egyenlet megfeleld oldalainak kiilonbsége

xy —xz =17, 1 pont
amelybdl a bal oldal szorzatta alakitdsa utan kapjuk, hogy
x(y —z) =17. 1 pont

Mivel a 17 primszam, ezért két lehetdség adodik:
l. x=1¢sy—z=17,azazy = z + 17.
2. x=17¢éy—z=1,azazy =z + 1. 2 pont

1. eset.

Ha x = 1, akkor az els6 egyenletb6l y + yz = 161.

Mively = z+ 17 ezértz + 17 + (z + 17)z = 161, amelybdl a
z2+18z2—-144=0

masodfokl egyenlethez jutunk. 1 pont
A kapott egyenlet gydkei z = 6 és z = —24. Mivel z pozitiv egész szam, ezért

csak z = 6 lehetséges, ekkor y = 23. 1 pont
2. eset.

Ha x = 17, akkor az els6 egyenletbdl 17y + yz = 161.
Mively = z+ 1ezért 17z + 17 + (z + 1)z = 161, amelybdl ismét a
z2 +18z—144 =0

masodfoku egyenlethez jutunk. 1 pont
A kapott egyenlet pozitiv megoldasa z = 6, ekkor y = 7. 1 pont
Az egyenletrendszernek két megoldasa van: x = 1,y =23, z=6,¢ésx = 17,

y=72z=6. 1 pont
Ellendrzés mutatja, hogy mindkét megoldas megfelel a feladat feltételeinek. 1 pont

Osszesen: | 10 pont
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2. Melyek azok a 2-nél nagyobb n egész szamok, amelyekre az
Ao 22-1)-3%-1):n*-1
- 2

kifejezeés erteke négyzetszam?

A tort szamlalgjaban 1évo tényezoket szorzatta alakitjuk:
2-1)-2+1)-B-1)-@B+1)--(n=1)-(n+1)

A= 2 2 pont
Mivel
2-1D)-@B=1D-(n=1)=1-2-+-(n—1),
és
2+1)-@B+1)-(n+1)=3-4--(n+1), 2 pont
ezért
A=3*4%.-(n—=1)%*n-(n+1). 1 pont
Akapott szorzat elsd n — 1 tényezdje négyzetszam, ezért A értéke pontosan akkor
négyzetszam, han - (n + 1) is négyzetszam. 1 pont
Mivel n és n + 1 relativ primek, ezért szorzatuk csak akkor lehet négyzetszam,
ha mindkettd négyzetszam. 2 pont*
A pozitiv négyzetszamok kozott nincsenek szomszédosok, 1 pont*
ezért A értéke egyetlen n esetén sem négyzetszam. 1 pont

Osszesen: | 10 pont
Megjegyzés: A *-gal jelolt pontokat a versenyzo akkor is megkaphatja, ha mas modszerrel
igazolja, hogy azn - (n + 1) értéke nem lehet négyzetszam. Példaul:

— miveln-(n+1) =n?+n>n? 1 pont

— tovabbin-(n+1)<n?+2n+1=(n+1)>? 1 pont

— ezért n-(n+ 1) értéke két szomszédos négyzetszam kozé esik, igy biztosan nem
néegyzetszam. 1 pont

3. Az ffiiggvényt a pozitiv szamok halmazan az

x+3
flx) = NS

hozzarendelési szaballyal értelmezziik. Hatarozzuk meg az f fiiggvény minimumadt. Az

- (x? — 6x + 10)

értelmezési tartomany mely elemére veszi fel a fliggvény a minimumdt?

A zardjelben 4ll6 masodfoku kifejezést teljes négyzetté alakitjuk:

A kapott alakbol kovetkezik, hogy x? — 6x + 10 > 1, és egyenléség x = 3
esetén teljesiil. 2 pont
. x+3 . . .. x+3
X+3 .. _ . i X3S o
Megmutatjuk, hogy az NG tort is x = 3 esetén éri el minimumat és = 2 2-/3. I pont
A bizonyitand¢ llitds mindkét oldalat a pozitiv vx-szel szorozva

x+3>2-V3x, I pont*
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amib6l 0-ra rendezés utan adodik, hogy x — 2 -v/3x + 3 > 0.
A bal oldalon allo6 kifejezés teljes négyzetté alakitasa utan azt kapjuk, hogy
2

(Vx—+3)" =o0. 2 pont*

A fenti egyenl6tlenség minden pozitiv x-re teljesiil és atalakitasaink ekvivalensek
x+3 .
L X3S o . , _
voltak, ezért = 2 2 - /3. Egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha x = 3. I pont*
Az ffiiggvény hozzarendelési szabalyaban szerepld mindkét tényezé x = 3 esetén
veszi fel minimumat, ezért f-nek is ekkor van minimuma. 1 pont
Az f fliggvény minimuma megegyezik a két tényez6 minimumanak szorzataval,
azaz a minimum értéke (2 . \/§) +1=2-+/3. 1 pont
Osszesen: | 10 pont

Megjegyzés: A *-gal jel6lt pontokat a versenyzoé akkor is megkaphatja, ha helyesen alkalmazza
a szamtani és mértani kozepek kozti egyenlotienséget.

. x+3 _ i
- szelﬁ =/x + NeS 1 pont

— ezért a szamtani és mértani kozép kozti egyenlotlenség alapjan

3 [ 3 _
\/E-I_EZZI \/E.\/_E_Z V3. 2 pont

— Egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha \x = % azaz hax = 3. 1 pont

]
X

4. A Vonos Vagta nevii tehetségkutato verseny dontdjébe 7 hegediimiivész jutott be. A
versenyzok szamdra a donto elotti éjszakara a szervezok egy szalloda teljes szintjét
lefoglaltak. A lefoglalt folyoso bal és jobb oldalan is 8 szoba van, igy Osszesen 16
szobaban tudjak a versenyzoket elszallasolni. Hanyféleképp torténhet a szobak kiosztasa
a dontosok kozott, ha barmely két ugyanazon oldalon elszallasolt versenyzo szobdja
kozott legalabb 1 iires szobdt akarnak hagyni a szervezok? Minden szobaban egy
versenyzot lehet elszallasolni és két foglalast kiilonbozonek tekintiink, ha legalabb egy
versenyzo masik szobaban kapott helyett.

Semelyik oldalon nem lehet 5 kiosztott szoba, ezért az egyik oldalon 4, a masik
oldalon 3 szobat kell a szervezoknek a versenyzOk rendelkezésére bocsatania. 1 pont

Azt az oldalt, amelyiken 4 szoba kertil kiosztasra 2-féleképp valaszthatjuk ki. 1 pont

Ha ezen az oldalon a szobdkat egymds utdn 1-t6l 8-ig szamozzuk, akkor az
(1;3;5;7),(1; 3; 5; 8), (1; 3; 6; 8), (1; 4; 6; 8), vagy a (2; 4; 6; 8) sorszamu1 szobakat
oszthatjuk ki a versenyzdk szamara, azaz 5-féleképp torténhet a szobak kiosztésa. 2 pont

A masik oldalon 5 szoba marad tiresen. Egy kiosztasra szant szoba lehet az elsd
iires szoba eldtt, két iires szoba kozott vagy az 6todik lires szoba utan, ezért
Osszesen 6 hely addodik a 3 szoba helyének kivalasztasukra. A 3 szobat ezért

6\ _ 1A . . .
(3) = 20-féleképp valaszthatjuk ki. 2 pont*

A versenyzOk szamara a 7 szobat sszesen 2 - 5 - 20 = 200-féleképp jeldlhetjiik
ki.

1 pont
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A kijelolt szobakban a versenyzok elhelyezésére 7! = 5040 lehetdség van.

1 pont
Osszesen tehat 200 - 5040(= 1008000) kiilonbozd foglalas lehetséges. 2 pont
Osszesen: | 10 pont

Megjegyzeések:

1. A *-gal jel6lt pontokat a versenyzo akkor is megkaphatja, ha az dsszes lehetoség felsoroldsa

utan szamolja 6ssze az eseteket.

2. A versenyzo maximalis pontot kaphat, ha valaszat nem egyetlen szammal, hanem egy helyes

miiveltsor megadasaval adja meg, pl. 2-5 - (g) - 71, ugyanakkor a valasz szoveges indoklas

nélkiili megadasa esetén legfeljebb 3 pontot kaphat.

haromszégek teriilete megegyezik.
a) Szamitsuk ki az ABC hdaromszog C csucsanal lévo szog nagysagat.
b) Bizonyitsuk be, hogy AT = BT ++/2 - OT.

5. A hegyesszogii ABC haromszog A csucsabol indulo magassagvonal BC oldalra
illeszkedo talppontja T, a haromszog koré irhato kor kézéppontja O. Az ABT és az AOC

Els6 megoldas

a) Abrat készitiink a feladat szovege alapjan, melyen az AC oldal felez6pontjat
F jeloli.

A

C

Ha az ABC héaromszog B cstcsanal 1€vo szoget £ jeloli, akkor (a keriileti és
kozépponti szogek tétele alapjan) az AOC haromszogben AOCZ = 2[3. Mivel
az AOC haromszog egyenld szart, ezért AOF£2 = .

1 pont
Az ABT ¢és AOF haromszogek szogei paronként megegyeznek, ezért a két
haromszog hasonlo. 1 pont
A feltételek alapjan az ABT ¢s AOC haromszogek teriilete megegyezik, ezért
az ABT és AOF haromszogek teriiletének aranya
Tapr _ Tapr _ >
TAOF TAOC .
2 1 pont



mailto:isi@janus-pecs.edu.hu

Pécsi Janus Pannonius Gimnazium

7621 Pécs, Mdria u. 2-4. Honlap: www.januspecs.hu
Tel.: 72/310-911, 513-720 Fax: 72/516-339 E-mail : isi@ janus-pecs.edu.hu

Hasonlé haromszogek teriiletének aranya megegyezik a hasonlosag
aranyanak négyzetével, ezért az ABT és AOF haromszogek hasonlosaganak

28 — V2 adodik,

aranya A1 = v/2. A két haromszog hasonlosagat felhasznélva o=

amibSl AB = V2 - AO. 1 pont

Mivel O az ABC haromszog koré irhato kor kozéppontja, ezért AO = BO, igy
az ABO haromszdg oldalainak négyzetére

2
A0? + BO? =2-A0% = (V2-A0)" = AB?,

amibdl a Pitagorasz-tétel megforditasa alapjan adodik, hogy az ABO
haromszogben az O csucsnal derékszog van. 1 pont

Mivel AOB£ = 90°, ezért az ABC haromszog koré irhato korében a C-t nem
tartalmazo koriven 90°-os kozépponti szog nyugszik. A keriileti és kdzépponti
szogek tételébdl kovetkezik, hogy ACB£ = 45°,igy az ABC haromszog C
csucsanal fekvd szog 45°-o0s.

A

1 pont

b) Az ACT héromszdg egyenld szaru derékszogli haromszog, ezért a T cslcs
illeszkedik az AC szakasz felez6 merdlegesére. Mivel AO = CO, ezért az O
pont szintén illeszkedik az AC szakasz felezd6 merdlegesére, amibdl adodik,
hogy az F, O, T pontok egy egyenesen vannak. 2 pont

Az ATF héaromszog szintén egyenld szarh és derékszogli, amibdl kovetkezik,
hogy AT =2 -FT =2+ (FO + 0T) =2 FO ++/2- OT. 1 pont

Ismét kihasznalva az ABT és AOF haromszogek hasonldsagat kapjuk, hogy

BT
—=1=V2
FO V2

amibél BT = V2 - FO, amit visszahelyettesitve AT = BT + /2 - OT adédik. 1 pont

Osszesen: | 10 pont
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Misodik megoldas

a) Abrat készitiink a feladat szovege alapjan, melyen az ABC haromszog
oldalait a szokasos modon, a haromszog koré irhatd kor sugarat R-rel
jeloljuk.

B C

Ha az ABC haromszog B csucsanal 1évo szoget B jeloli, akkor (a kertileti és

kozépponti szogek tétele alapjan) az AOC haromszogben AOC£ = 2. 1 pont

Az ABT derékszogli haromszdgben TB = ¢ - cos 3, valamint TA = ¢ - sin 3,
ezért a haromszog teriilete

c?-sinf cosf
Tapr = 2 .

1 pont

Ha az ABC haromszog C csucsanal 1évo szoget y jeloli, akkor ¢ = 2R - siny,
igy adddik, hogy

Typr = 2R? - sin? y sin B cos f3,
amibdl felhasznalva a kétszeres szog szinuszara vonatkozé addicios tételt
azt kapjuk, hogy

TABT = R2 ' Sinz )/Sin Zﬂ 1 pont

Az AOC hiromszog teriilete

R?-sin2p

Thooc = ———
A0c 2 1 pont

A feltételek alapjan az ABT és AOC haromszogek teriilete megegyezik, ezért
R? -sin2f

—

amibdl egyszertisitések elvégzése utan (felhasznalva, hogy R? - sin 23 # 0)
azt kapjuk, hogy

R? -sin®ysin2p =

L, 1
iny =—-.
Sy 2 1 pont

Mivel y hegyesszog, ezért siny > 0, igy siny = \/2_5’ amibol y = 45°, tehat

az ABC haromszog C csucsanal fekvd szog 45°-o0s. 1 pont
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b) Az ABC haromszog koré irhatd korben alkalmazva a keriileti és kozépponti

szogek tételét azt kapjuk, hogy AOBz = 2y = 90°, amibdl kovetkezik,

hogy az O és T pontok illeszkednek az 4B szakasz Thalész-korére. 1 pont
Az ABO haromszog egyenldszara, ezért ABO4 = BAO4 = 45°. Ebbdl
adodoan az OTB haromszogben OBT 4 = [ — 45°, tovabba a haromszog
koré irhat6 kor sugara §= ezért
OT =2 -%-sin(ﬁ —45°) = ¢ - sin(B — 45°).
A
C
1 pont
A két szog kiilonbségének szinuszara vonatkozo addicids Osszefliggés
alapjan
V2 V2
OT =c-sin(f —45°) =c- <75inﬂ —7cosﬂ>,
amibdl
V2
oT == (c+sinf —c-cosp),
V2
OT = — (AT — BT).
2 1 pont
Mindkét oldalt v2-vel szorozva, majd a megfeleld rendezést elvégezve
adodik, hogy
AT = BT ++/2 - OT. 1 pont
Osszesen: 10 pont
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korabban.

6. Egy amatdr sakkbajnoksagon legalabb 4 versenyzd vett részt. Barmely négy résztvevd
kozott van olyan, aki a masik harommal mar jatszott korabban. Bizonyitsuk be, hogy
mindenképpen van olyan jatékos kozottiik, aki az osszes tobbi versenyzdovel jatszott mar

Els6 megoldas

Meg kell mutatnunk, hogy a feladat feltételeinek teljesiilése esetén van olyan
versenyz06, aki mindenkivel jatszott.

Ha n = 4, akkor a résztvevok kozott van olyan, aki a masik harommal jatszott
korabban, igy a feladat 4llitasa teljesiil.

2 pont

Ha n > 4, akkor indirekt médon bizonyitunk. Tegytik fel, hogy a feladat allitasa
nem igaz, azaz nincs olyan versenyzd, aki mindenkivel jatszott volna korabban.

1 pont

Ekkor minden versenyz6hoz tartozik legalabb egy masik versenyzd, akivel még
nem jatszott.

1 pont

Legyen A az egyik versenyzd. Ekkor 4 sem jatszott mindenkivel, ezért 1étezik
olyan versenyz0, jeloljiik 6t B-vel, akire teljesiil, hogy 4 és B nem jatszott
egymassal korabban. Valasszunk még két 4-t6l €s B-tdl is kiillonbozd versenyzot,
jeloljiik oket C-vel és D-vel. Az (4, B, C, D) jatékosok kozott is van olyan, aki
jatszott mar a masik harommal. Ez a jatékos sem 4, sem B nem lehet, hiszen 6k
nem jatszottak egymassal. Nem jelent megszoritast, ha feltessziik, hogy C jatszott
korabban A-val, B-vel és D-vel is.

2 pont

A C jatékos sem jatszott mindenkivel, ezért van olyan A-tol, B-t6] és D-tdl
kiilonboz6 jatékos, jeldljiik 6t E-vel, akivel C még nem sakkozott.

2 pont

Tekintsiik az (4, B, C, E) versenyzdket. Koztiik is van olyan, aki jatszott a masik
harom versenyz6 mindegyikével. Ez a jatékos sem A4, sem B nem lehet, hiszen 6k
nem jatszottak egymassal, ugyanakkor sem C, sem E nem lehet, hiszen 6k sem
jatszottak még egymassal. Ellentmondasra jutottunk.

1 pont

Ellentmondasunk igazolja, hogy az indirekt feltevésiink nem volt igaz, azaz
valoban van a jatékosok kozt olyan, aki mindenkivel jatszott.

1 pont

Osszesen:

10 pont

Masodik megoldas

Meg kell mutatnunk, hogy a feladat feltételeinek teljesiilése esetén van olyan
versenyz0, aki mindenkivel jatszott.

A fenti allitas nyilvanvaldan igaz, ha barmely két résztvevd jatszott mar korabban
egymassal.

2 pont

A tovabbiakban vizsgaljuk azt az esetet, amikor van két olyan versenyz0, akik
korabban még nem jatszottak egymadssal. Jeloljiik oket A-val és B-vel.
Vilasszunk melléjiik két tovabbi versenyzot, akiket C-vel és D-vel jeloliink. Az
(4, B, C, D) résztvevok kozott van olyan, aki kordbban mar jatszott a masik
harommal. Ez a versenyz0 sem A4, sem B nem lehet, hiszen 6k még nem
mérkdztek meg korabban. Nem jelent megszoritast, ha feltessziik, hogy C jatszott
korabban mar 4-val, B-vel és D-vel is.

3 pont
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Megmutatjuk, hogy C korabban mar mindenkivel jatszott. 2 pont

A fenti allitas 4-ra, B-re és D-re vonatkozdan igaz. Amennyiben a bajnoksagnak
vannak még tovabbi résztvevoi, ugy valasszunk koziilik egy tetszdlegest,
jeloljik 6t X-szel. Az (4, B, C, X) jatkosok koziil valaki mar korabban sakkozott
a tobbivel. Ez a versenyz6 sem 4, sem B nem lehet (6k még nem mérkdztek meg
korabban), ezért vagy C, vagy X jatszott mar a masik harommal. Barmelyik is
teljesiil C mindenképpen jatszott X-szel (is). 2 pont

Ezzel megmutattuk, hogy van olyan résztvevd, aki mindenkivel jatszott, igy a
feladat allitasat belattuk. 1 pont

Osszesen: | 10 pont
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