11. évfolyam szakgimnazium, 1. fordulo

. Az elmult négy honapban tobbszor valtoztattdk a benzin arat. Az els6 honapban 3%-kal, a
masodikban 7%-kal, a harmadikban 5%-kal nétt atlagosan a benzin ara. Hany szazalékkal
valtozott atlagosan a benzin ara a negyedik honapban egész %-ra kerekitve, ha ebben a
honapban a benzin ara az els6 havi kezdeti ar egytizedével novekedett?

Egy hurtrapéz alapjainak aranya 2 : 3. Kozépvonalanak hossza 15 cm, atloi merdlegesek
egymdsra. Hany centiméter, illetve négyzetcentiméter a trapéz kertilete, illetve teriilete?

Egy szakgimnazium 11. évfolyaméra jaré didkok harom szabadidés programbol
valaszthatnak. Vizisportokra 37-en, sakkozasra 34-en ¢€s tarsastancra 39-en jelentkeztek, 16
tanuld nem valasztotta egyiket sem. A pontosan egy programot valasztok szama 11-szerese,
a pontosan két programot valasztok szdma 4-szerese a hdrom programot valasztok
szamanak.

a) Hanyan vélasztottak legaldbb két programot?

b) Hany tanul6 jar a 11. évfolyamra?

Jelolje A a —x? + 2x + 24 > 0 egyenlbtlenség, illetve B az

||x —4| - 5| < 3 egyenlétlenség megoldashalmazat a valds szamok halmazan.
a) Mely egész szamok tartoznak az 4 halmazhoz?
b) Hatarozzuk meg az A N B és az A\B halmazokat.

Hany négyjegyli szamot készithetiink a paros szadmjegyek felhasznaldsaval, ha a
szamjegyek nem ismétlddhetnek?

a) Mennyivel egyenld a fenti négyjegyli szamok dsszege?

b) Hany 12-vel oszthatd szam van a fenti négyjegyli szdmok kozott?

6. Egy deltoid két szemkozti szoge derékszog. A derékszdget bezaro oldalak hossza a €s b, a

deltoid beirt korének sugarat jeldlje ». Bizonyitsuk be, hogy



11. évfolyam szakgimndazium, 1. fordulo

pontozdsi utmutato

1. Az elmult négy honapban tobbszor valtoztattak a benzin arat. Az elsé honapban 3%-kal, a
masodikban 7%-kal, a harmadikban 5%-kal nétt atlagosan a benzin ara. Hany szazalékkal
valtozott atlagosan a benzin ara a negyedik honapban egész %-ra Kerekitve, ha ebben a
honapban a benzin ara az els6 havi kezdeti ar egytizedével novekedett?

Megoldas:

A kezdeti benzin arat jeloljiik A-val, akkor a honap végén az Gj ar A; = 1,03 - A. (2 pont)
A 2. honap végén a benzin ara A, = 1,074, = 1,07-1,03- A (2 pont)
A 3. honap végén a benzin ara A; = 1,05+ A4, = 1,05-1,07-1,03- A = 1,1574 (1 pont)
A 4. honapban a benzin ara 0,1A4-val nétt. A 4. honapi ar az eredeti ar 1,257-szorosa lett. A
4. havi atlagos aremelés %-at jelolje p, igy a 4. honap végén a benzin ara:

— P ).y = Y.
12574 = (1+ %) 4, = (1+ L) 11574, (2 pont)
Innen (1 + %) ~ 1,086, ahonnan p ~ 8,6. (2 pont)
Tehat a negyedik havi atlagos arvaltozas egészre kerekitett érteke 9%. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

2. Egy hurtrapéz alapjainak aranya 2 : 3. Kozépvonalanak hossza 15 cm, atléi merélegesek
egymasra. Hany centiméter, illetve négyzetcentiméter a trapéz keriilete, illetve teriilete?

Megoldas:

Készitsiink abrat, és hasznaljuk annak a jeloléseit.

D




A feladat feltételei alapjan DC: AB = 2:3 és -t(DC + AB):2 = 15 cm. (1 pont)
Az egyenletrendszer megoldasai: AB = 18 cm,DC = 12 cm. (2 pont)
Az ABO, OCD egyenlészaru derékszogli haromszogek, melyekben OE és OF az
atfogokhoz tartozd magassagok, igy

OE =9cm,0OF =6 cm. (2 pont)
A trapéz magassaga: m = OE + OF =9+ 6 = 15 cm. (1 pont)
A trapéz teriilete: T = AB;DC m = 18:12 15 = 225 cm?. (1 pont)

AT =222 = 3¢em. (1 pont)
A trapéz szarai egyenld hosszuak és pl. AD-t Pitagorasz-tétellel szamitjuk:
AD = VAT? + TD? = /234 cm. (1 pont)
A trapéz kerlilete: K = (30 + 2\/@) cm. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

. Egy szakgimnazium 11. évfolyamara jar6 didkok harom szabadidés programbol
valaszthatnak. Vizisportokra 37-en, sakkozasra 34-en és tarsastancra 39-en jelentkeztek, 16
tanuld nem valasztotta egyiket sem. A pontosan egy programot valasztok szama 11-Szerese,
a pontosan két programot valasztok szdma 4-szerese a hdrom programot valasztok
szamanak.

a) Hanyan vélasztottak legaldbb két programot?

b) Hany tanul6 jar a 11. évfolyamra?

Megoldas:

A harom programot valasztok szamat jelolje X. (1 pont)
A logikai szita szerint 37 + 34 + 39 = 11x + 2-4x + 3 - x. (3 pont)
A fenti egyenletben a 2-es, illetve a 3-as szorzok azt jelentik, hogy a két

programot valasztokat kétszer, illetve a harom programot valasztokat haromszor,

szamoltuk Gssze. (2 pont)
A fenti egyenletet rendezve 110 = 22x, a megoldas x = 5. (1 pont)
a) A legalabb két programot valasztok szama: 4x + x = 25. (2 pont)
b) Az évfolyam létszama: 11-5+4-5+ 54+ 16 = 96. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

. Jelolje Aa—x? + 2x + 24 > 0 egyenldtlenség, illetve Baz ||x — 4| — 5| < 3
egyenldtlenség megoldashalmazat a valos szdmok halmazan.

a) Mely egész szamok tartoznak az A halmazhoz?

b) Hatarozzuk meg az A N B és az A\B halmazokat.

Megoldas:

Mivel az —x? + 2x + 24 polinom gydkei x; = —4,x, = 6 és a masodfoku tag
egyiitthatoja negativ, ezért az egyenl6tlenség megoldashalmaza A = [—4; 6]. (2 pont)
A masodik egyenldtlenség pontosan akkor teljesiil, ha =3 < |[x — 4] — 5 < 3. (1 pont)
Rendezve 2 < |x — 4| < 8, ami a kdvetkezOképpen irhatd

2<|x—4|és|x—4| <8. (1 pont)



Az elsé egyenlétlenség megoldashalmaza x < 2 vagy x > 6. (1 pont)

A masodik egyenl6tlenség megoldashalmaza —4 < x < 12. (1 pont)
A két megoldashalmaz metszete: B = |—4; 2[ U |6; 12[. (1 pont)
a) Az A halmazhoz tartozé egész szamok: -4, -3, -2,-1,0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. (1 pont)
b) AnB =1-4;2[, A\B = [2;6]. (2 pont)
Osszesen: 10 pont

5. Hany négyjegyli szamot készithetink a paros szamjegyek felhaszndlédsaval, ha a
szamjegyek nem ismétlédhetnek?
a) Mennyivel egyenlé a fenti négyjegyii szamok 6sszege?
b) Hany 12-vel oszthatd szam van a fenti négyjegyti szamok kozott?

Megoldds:

a) Az ezres helyi értékre négy szamjegybdl valaszthatunk (a nullat nem). (1 pont)
A szézas helyi értékre négy, a tizes helyi értékre harom és az egyes helyi
értékre két szamjegybdl valaszthatunk. (1 pont)
A keresett négyjegyli szamok szama:4 -4 -3 -2 = 96. (1 pont)
Az ezres helyi értéken a négy szamjegy mindegyike 24-szer szerepel, tovabbi helyi
értékeken 18-szor, a nulla pedig 24-szer. (2 pont)

fgy a megfelelé négyjegyii szamok Gsszege:
(24-103+18-102+18-10+18) - (8 + 6 + 4 + 2) = 519960. (2 pont)
b) A néggyel és harommal vald oszthatosagot felhasznalva az utols6 két szamjegy mellett
zardjelben az Osszes ilyen 12-vel oszthaté szdmok szamat irtuk: 20(2), 40(4), 60(4),
80(2), 24(1), 48(1), 64(2), 68(1), 84(1), ami 18. (3 pont)

Osszesen: 10 pont

6. Egy deltoid két szemkozti szoge derékszog. A derékszoget bezard oldalak hossza a és b, a
deltoid beirt korének sugarat jeldlje r. Bizonyitsuk be, hogy
1 1 1

r a b

Megoldas:

Készitsiink abrat, és hasznaljuk annak jeloléseit.




A beirt kor kozéppontjat a deltoid csucsaival 6sszekdtve azt négy olyan haromszogre
bontjuk, melyek egy oldala a, illetve b és az ezekhez tartozo magassag r (a beirt kor

sugara). (3 pont)
Irjuk fel a deltoid teriiletét ennek a négy haromszognek a tertiletosszegeként
T=2-%+2-7T=(a+b)-r. (2 pont)
frjuk fel a deltoid teriiletét két a, b befogoju derékszogii haromszog teriiletosszegeként
a-b
T=2-T=a-b. (2 pont)
gy
a-b=(a+b)r. (1 pont)
Az egyenlet mindkét oldalat osztva a - b - r-rel, a bizonyitando
1 11
r a b
egyenldséget kapjuk. (2 pont)

Osszesen: 10 pont



12. évfolyam szakgimndzium, 1. fordulo

. Héany oldalt az a szabalyos sokszog, melynek 117-tel tobb 4atdja van, mint oldala?
Szamitsuk ki a sokszog teriiletét, ha az oldala 12 cm hosszusagu!

. Mely valos szamokra értelmezhetd a kovetkez0 kifejezés:
lg(x? —x—6)+1g(16 —x%)?

. Lali leirta egy lapra azokat a haromjegyii természetes szamokat, melyek harommal osztva
ketté maradékot adnak. A leirt szamok koziil Lili letdrolt kettot, igy a lapon maradt szdmok
atlaga 549,5 lett. Melyik két szamot torolte le Lili?

Oldjuk meg a racionalis szamparok halmazan a kovetkez6 egyenletet:
(x2 —4x+6)(3y*> — 12y +17) = 10.

. Lalinak 16 egyforma méretii liveggolydja van, melyek koziil 9 piros, 4 fehér, a tobbi zold.
A golyokat két olyan dobozban tartja, melyek koziil az egyikbe 6, a mésikba 10 goly6 fér.
Lili, aki Lali huga egy alkalommal a 16 goly6t az 6sszes lehetséges modon elhelyezte a két
dobozban ¢€s azokat leirta. Hany lehetdséget irt le Lili?

. Két dobozban 6-6 egyforma golyo6 van. Az elsé dobozban 1év6 golyok 1-t61 12-ig a paratlan
szamokkal, a masodik dobozban 1évé golyok 2-t6l 12-ig a paros szdmokkal vannak
megszamozva. Minden golyon egy sorszam van. Mindkét urnabol kivesziink n darab golyot,
és attessziik a masik dobozba. Legyen Pn annak a valosziniisége, hogy ekkor a golyokra irt
szamok Osszege a két dobozban egyenld! Mennyi P és P2?



12. évfolyam szakgimndzium, 1. fordulo

pontozdsi utmutato

1. Hany oldali az a szabalyos sokszdg, melynek 117-tel tobb atéja van, mint oldala?
Szamitsuk ki a sokszog teriiletét, ha az oldala 12 cm hosszusagu!

Megoldas:
, , I . nn-3)
Egy szabalyos n oldalu sokszog atloinak szama > (1 pont)
-3

A feladat szovege alapjan: n(nz ) _ n + 117, ahonnan (2 pont)
n?—5n—-234=0 (1 pont)
Az egyenlet megoldasai: n; = 18, n, = —13 (2 pont)
Mivel n > 0, ezért csak a 18 a megoldas. (1 pont)
(1 pont)

Az egy oldalhoz tartozo kdzépponti szog 20°:

Igy a kozépponti hdromszog magassaga: m = 6 - tg80° ~ 34 cm. (1 pont)
A sokszog teriilete: T = 18- — - 34 = 3672 cm?. (1 pont)
Osszesen: 10 pont
2. Mely valos szamokra értelmezhetd a kovetkezd kifejezés:
lg(x? —x—6)+1g(16 —x%)?
Megoldas:
Logaritmusat a pozitiv szamoknak értelmeztiik, igy
(x2—x—6)>0¢s (16 —x2) >0 (2 pont)
A masodfoku polinomok gyokei: x; = —=2,x, = 3; x3 = —4,x, = 4 (2 pont)
Az els6 egyenlétlenség megoldashalmaza: x < —2 vagy x > 3. (2 pont)
A masodik egyenldtlenség megoldashalmaza: —4 < x < 4. (2 pont)
A kifejezés értelmezési tartomanya a fenti megoldashalmazok metszete:
D =]-4;-2[ U ]3;4]. (2 pont)
10 pont

Osszesen:

3. Lali leirta egy lapra azokat a haromjegyli természetes szamokat, melyek harommal osztva
kettd maradékot adnak. A leirt szamok koziil Lili letorolt kettdt, igy a lapon maradt szamok

atlaga 549,5 lett. Melyik két szamot torolte le Lili?

Megoldas:

Lali altal leirt szamok olyan szamtani sorozat elemei, melynek els6 eleme a 101, az n-edik

eleme a 998. (2 pont)
998 = 101 + (n — 1)3, ahonnan (1 pont)
n = 300. (1 pont)

1014998 . 300 = 164850. (2 pont)

A 300 haromjegyli szam Osszege: S =



Lili elvett két szamot, a megmaradt 298 szam atlaga 549,5, igy ezek Osszege:
298 -549,5 = 163751. A két 0sszeg kiilonbsége a Lili altal elvett két szam

Osszege: 1099. (2 pont)
Mivel 1099 egyenld szamsorozat elsé €s utolso elemének Osszegével, igy Lili 150 szdmpart
vehetett el, melyekre teljesiil, hogy aj + azo1—x = 1099, k =1, ...,150. (2 pont)
Osszesen: 10 pont

. Oldjuk meg a racionalis szamparok halmazan a kévetkezd egyenletet:
(x2 —4x+6)(3y* — 12y +17) = 10.

Megoldas:

Hatarozzuk meg a baloldalon allo kifejezések értékkészletét. (1 pont)
(x2—4x+6)=(x—2)2+2=>2 (2 pont)
(By?—12y+17)=3(?*—4y+4)+5=3(y—2)>+5=5 (3 pont)

Az elso tényezd legalabb 2, a masodik tényezd legalabb 5, igy szorzatuk legalébb 10.
(2 pont)

A szorzat pontosan akkor 10, ha az els6 tényez0 2, a masodik tényezd 5.

Ami pontosan akkor teljesiil, hax = 2, y = 2. (2 pont)
Osszesen: 10 pont

. Lalinak 16 egyforma méretii iiveggolyoja van, melyek koziil 9 piros, 4 fehér, a tobbi zdld.
A golyodkat két olyan dobozban tartja, melyek koziil az egyikbe 6, a méasikba 10 golyo6 fér.
Lili, aki Lali huga egy alkalommal a 16 golyot az 6sszes lehetséges modon elhelyezte a két
dobozban ¢€s azokat leirta. Hany lehetdséget irt le Lili?

Megoldas:

A z061d golydk szama 3. (1 pont)
Vizsgaljuk a hat golyot tartalmazd dobozban a fehér és zold golyok szamat.

Ha ezek egyiittes szama kevesebb, mint hat, akkor ezt piros golyokkal potoljuk.

Ebben a dobozban 1év6 golyok fajta szdma egyértelmiien meghatarozza a masik

dobozban 1év6 golyok fajta szamait. (1 pont)
A fehér golyok szama lehet: 0, 1, 2, 3, 4, ez 5 lehetdség. (2 pont)
A z06ld golyok szama lehet: 0, 1, 2, 3, ez 4 lehetdség. (1 pont)
Ez 6sszesen 5 - 4 = 20 lehetOség. (1 pont)
Ebbdl a 20 lehetdségbdl a 4 + 3 = 7 nem lehet (2 pont)
Tehat Lili 6sszesen 19 elhelyezési lehetdséget irt le. (1 pont)

Osszesen: 10 pont



6. Két dobozban 6-6 egyforma golyd van. Az elsé dobozban 1évo golyok 1-tdl 12-ig a paratlan
szamokkal, a masodik dobozban 1évé golyok 2-t6l 12-ig a paros szdmokkal vannak
megszamozva. Minden golyon egy sorszam van. Mindkét urnabol kivesziink n darab golyot,
¢s attesszlik a masik dobozba. Legyen Py annak a valdszintisége, hogy ekkor a golyokra irt
szamok Osszege a két dobozban egyenld! Mennyi Py és P2?

Megoldas:
Az 1. dobozban 1év6 golyok sorszamainak az 6sszege 1 +3+5+7 +9 + 11 = 36.

(1 pont)
A 2. dobozban 1év6 golyok sorszamainak az 6sszege:2 + 4+ 6 +8 4+ 10 + 12 = 42.

(1 pont)
A 2. dobozban az 6sszeg 6-tal tobb, mint az elsében, tehat az attevés utan az
egyenl6ség akkor valosul meg, ha mind a kettében 39 lesz a golyok
sorszamainak Gsszege. (2 pont)
Tehat az egyes dobozokbdl kivett golyok sorszamai kiilonbségének 3-nak kell lennie.

(1 pont)
Ez 1-1 kivett golyo esetén megvalosulhat, ha az attett golyokon 1évé szamok
1-4, 3-6, 5-8, 7-10 vagy 9-12. Ez 5 eset. (2 pont)
Az 6sszes lehetdség szama 6 - 6 = 36, tehat P; = %. (1 pont)
2-2 attett golyo esetén a két-két kivett szam Osszege paros, ezek kiilonbsége is paros,
igy a 3 nem allhat ¢l6. (1 pont)
Tehat ez nem valosulhat meg, vagyis P, = 0. (1 pont)

Osszesen: 10 pont



