11. évfolyam gimndzium, I. fordulo

. Egy szabalyos dobokockaval 4-szer dobunk egymas utan.

a) Hanyféle dobassorozat johet létre?

b) Hanyféle dobassorozat van, melyben a masodik dobdsra, és csak arra, dobunk
3-ast?

¢) Mennyi a valoszinlisége annak, hogy az elsé dobés eredménye kiilonbozik a
tobbi dobas eredményétol?

Tekintsiik az (p + 10)x? + (2p — 4)x + 6 = 0 masodfoku egyenletet, ahol p valds
paraméter; x;, x, az egyenlet valos gyokeit jelolik.
a) A p paraméter mely értékére lesz x; +x, =07

b) A p paraméter mely értékére lesz % + é =27

. Egy dobozban 6sszesen 79 darab fehér és piros goly6 van, melyek kozott vannak nagyok
és kicsik is. A kovetkezoket tudjuk:

e A piros golyok szama oszthato 11-gyel.

e Legkevesebb a kis fehér golyobdl van.

e A nagy piros golyok szdma egyenld a fehér golyok szamaval.

e Mindegyik fajta goly6 szdma primszam.
Melyik fajta golyobol hany darab van?

. Az egyenl6 szari ABC haromszogben AB = AC. Az alap és a szar hosszanak az aranya
2:5.
a) Igazoljuk, hogy a haromszog stlypontja illeszkedik a haromszdg beirt korére.

b) Hanyszorosa a haromszog koré irt kor sugara a beirt kor sugaranak?

. Egységnyi oldalu szabalyos haromszdg belsejében van 33 kiilonb6z6 pont. Bizonyitsuk
be, hogy van koztiik 3 olyan, amelyek altal meghatarozott haromszdg teriilete nem

V3
bb, mint — !
nagyobb, min )

. AZN=9+99+999 +...+99...9 szam tizes szdmrendszerbeli alakjaban hanyszor fordul
eld az 1-es szamjegy, ahol az N utolso tagja 2023 darab 9-es szamjegyet tartalmaz?



11. évfolyam gimndazium, 1. fordulo

pontozdsi utmutato

1. Egy szabalyos dobdokockéval 4-szer dobunk egymas utéan.
a) Hanyféle dobassorozat johet létre?
b) Hanyféle dobassorozat van, melyben a masodik dobasra, és csak arra dobunk,
3-ast?
€) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy az elsé dobas eredménye kiilonbozik a
tobbi dobas eredményétdl?

Megoldas:

a) Mindegyik dobas hatféle lehet, igy dsszesen 6* = 1296 szdmsorozatot kaphatunk.

(2 pont)
b) Az egy harmas helyére egy hely van, a t6bbi helyre 6t szdmjegy keriilhet, igy a
feltételnek megfeleld szamsorozatok szama: 5° = 125. (2 pont)
C) Az els6 helyen hatféle szam allhat, mig a tobbi helyen 6tféle szam. (2 pont)
Ezért a kedvezé esetek szama 6-5° = 750. (2 pont)
.c3
A kérdéses valdszintiség: P = 66—54 ~ 0,579 (2 pont)
Osszesen: 10 pont

2. Tekintsiik az (p + 10)x2 + (2p — 4)x + 6 = 0 masodfoku egyenletet, ahol p valds
paraméter; x;, x, az egyenlet valos gyokeit jelolik.
a) A p paraméter mely értékére lesz x; +x, =07?
1

b) A p paraméter mely értékére lesz xiz t5=27
1 2

Megoldds:

A feladat kérdéseibdl adodik, hogy az egyenlet masodfoka, p # —10 és akkor van
valos gyok, ha a diszkriminans

(2p —4)? —24(p + 10) = 0, (1 pont)
ahonnan
p? —10p — 56 > 0. (1 pont)
Ez akkor teljesiil, ha p < —4 vagy p > 14. (1 pont)
a) A gyokok és egyiitthatok dsszefiiggésébol
X, +x, = — ;27213 = (1 pont)
Ez p = 2 esetén teljesiil, amire nincs valos gyok, igy a gyokok osszege sohasem lesz
0. (1 pont)

b) A gy6kok szorzata , ezért, ha vannak valds gyokok, akkor azok egyike sem O.

p+10
Az Osszefiiggést atalakitva:

x? + x5 = 2(x1x,)?, (1 pont)
(1 + x2)% = 221, = 2(x1%2)° .
(1 pont)



o 4-2p\ 2 12 2
Maskeppen:(p+10) Ebverie 2 (p+10) , ahonnan (1 pont)
p?—7p—44=0,amip = —4 ésp =11 esetén teljesiil. (1 pont)
Az eredeti egyenletnek p = 11 esetén nincs valds gyoke,
p = —4 esetén teljesiil a valos gyokok kozotti sszefliggés. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

3. Egydobozban 6sszesen 79 darab fehér és piros golyo van, melyek kozott vannak nagyok
és kicsik is. A kovetkezoket tudjuk:

e A piros golyok szama oszthato 11-gyel.
e Legkevesebb a kis fehér golyobdl van.
e A nagy piros golyok szama egyenlé a fehér golyok szamaval.
e Mindegyik fajta goly6 szdma primszam.
Melyik fajta goly6bodl hany darab van?

Megoldas:

A negyedik feltétel alapjan a négy primszam Gsszege csak gy lehet 79,
ha valamelyik golyobdl 2 db van, ami csak a kis fehér golyok szama lehet. (2 pont)
A nagy piros golyok szdmat jelolje P, a kis piros golyok szamat p, a nagy

fehér golyok szamat F. Az el6zéek alapjan P+ p + F = 77. (2 pont)
Mivel P + p oszthat6 11-gyel, ezért a fenti egyenletb6l adodik,

hogy F is oszthat6 11-gyel, de mivel prim is, ezért F = 11. (3 pont)
Innen P +p=66¢és P =F+2=13. (1 pont)
A fentiek alapjan a kis piros golyok szama 53, ami primszam. (2 pont)

Osszesen: 10 pont



4. Az egyenlo szart ABC haromszégben AB = AC. Az alap és a szar hosszanak az aranya
2:5.
a) Igazoljuk, hogy a haromszdg sulypontja illeszkedik a haromszog beirt korére.

b) Hanyszorosa a haromszog koré irt kor sugara a beirt kor sugaranak?

Megoldas:

Készitsiink abrat!

A T B

a) A feltételek alapjan, ha AB= 2x, akkor BC = 5x. A haromszog félkeriilete 6X.
(1 pont)
A haromszog CT magassaga a CTB derékszogili haromszogb6l: CT =v24x. (1 pont)
6
A haromszog teriiletét kétféleképpen felirva r - 6x = x - vV24x. Innenr = \/3—_36.

(2 pont)
Jelolje S a beirt kor és a CT magassag (sulyvonal) metszéspontjat.

2v6
. TS (Tx> I ,
Igy o = (vex) — 3 ami azt jelenti, hogy az S pont a CT-n a sulypont. (2 pont)

b) A koré irt kor sugara: R =

2x:5x-5x T
, a beirt kor sugara: = e (2 pont)

R 25
Behelyettesitve a T = 2v/6x2-t, —= adodik. (2 pont)
Osszesen: 10 pont



5. Egységnyi oldalu szabalyos haromszog belsejében van 33 kiilonboz6 pont. Bizonyitsuk
be, hogy van koztikk 3 olyan, amelyek altal meghatarozott haromszog teriilete nem

. V3
nagyobb, mint e

Megoldas:

Osszuk fel a szabalyos haromszog oldalait 4 egyenlo részre, és az osztopontokat kossiik
Ossze az oldalakkal parhuzamos szakaszokkal, 1asd abra!

fgy a haromszoget 16 egybevagd kis szabalyos haromszogre bontottuk. (4 pont)
Ebben az abraban akarhogy is helyeziink el 33 pontot, lesz harom olyan pont, melyek
egy kis haromszogben, vagy annak hataran vannak. (3 pont)
Ilyen harom pont altal meghatarozott haromszog teriilete legfeljebb 16-od része az
eredeti haromszog teriiletének, ami AE = V3 .
4 16 64
(3 pont)
Osszesen: 10 pont

6. AzZN=9+99+999+...+99...9 szam tizes szamrendszerbeli alakjaban hanyszor fordul
el az 1-es szamjegy, ahol az N utols6 tagja 2023 darab 9-es szamjegyet tartalmaz?

Megoldas:

Az sszegben szerepl6 n-edik tagot irjuk at a kovetkezo alakba: 99...9 = 10"-1(4 pont)
Ha mindegyik tagra elvégezziik a fenti atirast, akkor,

N=10+10%+10%+ ... + 102022 _2023 =111...10 - 2023 (2 pont)
A kivonas elvégzése utan:
N=111...109087, ami 2019 darab 1-es szamjegyet tartalmaz. (4 pont)

Osszesen: 10 pont



12. évfolyam gimnazium, I. fordulo

. Mennyi az elsd n természetes szam Osszegének az 5-tel valod osztdsi maradéka, ha ezen
szamok négyzetdsszege nem oszthatd 5-tel?

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valos szamparok halmazan:
x(x + 5y) = 39,
y(4y —9x) = —38.

. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely illeszkedik a P(3; —7) pontra és amibél
azy =x+4ésazy = x — 3 egyenesek 5 egység hosszu szakaszt metszenek ki!

. Egy szabdlyos tetraédert elforgatunk az egyik forgastengelye koriil 60°-kal. Mekkora a két
tetraéder koz0s részének a térfogata és felszine?

. Az ABC haromszogben BC > AB. A D pont az BC oldal olyan pontja, hogy CD =A4B. Az E
jeldlje az AD szakasz, illetve a P a BC szakasz felezOpontjat. Bizonyitsuk be, hogy az ABC
sz0g szOgfelezdje merdleges az EP egyenesre!

. Egy 2nx2n négyzettdbla mezdin 3n korongot helyeztiink el ugy, hogy barmely mezén
legfeljebb egy korong legyen. Bizonyitsuk be, hogy a tablazatbodl eltavolithatunk » sort és n
oszlopot ugy, hogy a megmaradt mezdkon egyetlen korong se legyen!



12. évfolyam gimnazium, I. fordulo

pontozdsi utmutato

1. Mennyi az els6 n természetes szam Osszegének az 5-tel vald osztasi maradéka, ha ezen
szamok négyzetdsszege nem oszthatd 5-tel?

Megoldas:

A pozitiv egész szamok 6t0s maradéka rendre: 1, 2,3,4,0, 1, 2, ... (1 pont)
A négyzeteik 6tos maradéka sorra: 1,4,4, 1,0, 1,4, ... (2 pont)
Lathatd, hogy akkor nem kapunk a négyzetek 0sszegére 5-tel oszthato 6sszeget,

haaz n-ediktag: n=5k+1, ke Nvagyn=5k+3, k €N. (2 pont)
Han = 5k + 1, akkor az els6 n pozitiv egész szam Osszege 1 maradékot ad 5-tel

osztva. (2 pont)
Han = 5k + 3, akkor az els6 n pozitiv egész szam Osszege 1+2+3, azaz 1

maradékot ad 5-tel osztva. (2 pont)
Tehat, ha az els6 n természetes szam négyzetének sszege nem oszthato 5-tel,

akkor az els6 n természetes szam Osszege 5-tel osztva 1 maradékot ad. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

2. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valos szamparok halmazan:
x(x + 5y) = 39,
y(4y —9x) = —38.

Megoldas:

A két egyenletet dsszeadva 4y? + x2 — 4xy = 1, amit 4talakitva (2 pont)
2y —x)* =1, (1 pont)
ahonnan
2y —x =1, vagy 2y — x = —1, (2 pont)
innen
2y -D(7y-1) =39,
rendezve
14y? — 9y — 38 = 0, (1 pont)
ahonnan a megoldasok:
G2, (-3i-2). (2 pont)
A masik esetben pedig
QRy+1)(7y +1) = 39,
innen
14y? + 9y — 38 = 0, (1 pont)
ebben az esetben a megoldasok:
(-3-2.(5: %) (1 pont)

Osszesen: 10 pont



3. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely illeszkedik a P(3; —7) pontra és amibél
azy =x+4ésazy = x — 3 egyenesek 5 egység hosszu szakaszt metszenek ki!

Megoldas:

A P(3; —7) pontra illeszked6 egyenesek paraméteres egyenlete:

y + 7 =m(x — 3), m # 1, mert nem parhuzamos az adott egyenesekkel. (2 pont)
A fenti egyenes metszéspontja az y = x + 4 egyenessel: x + 11 = mx — 3m,
Innen
X = 3m+11,  7m+7 2 vont
T T YT (2 pont)
y = x — 3 egyenessel valoé metszéspontjanak koordinatai:
X = S gy = —— (2 pont)
T om-1 Y= m-1' P
A két metszéspont tdvolsaganak négyzete:
( ’ )2+( L )2— 25 1 pont
m-1 m-1) (1 pont)
Ahonnan
3 4
24m? + 50m + 24 = 0, és ebbél My = — M2 =—7 (1 pont)
Két megfelel egyenes van, melyek egyenlete:
= —2x—3&sy=—x—— 2 pont
y="-3 sy =—7 " (2 pont)

Osszesen: 10 pont



4. Egy szabalyos tetraédert elforgatunk az egyik forgastengelye koriil 60°-kal. Mekkora a két
tetraéder kozos részének a térfogata és felszine?

Megoldas:

Készitsiink abrat a gulak alaplapjairol:

AC 60°-0s elforgatottja 4°C’, amely AC-vel 60°-os szoget zar be. igy pl.: az
ANH haromszog szabalyos és egybevagd 4 LN haromszoggel, ami egybevago

az LBM haromszoggel. (2 pont)
Tehat a két gala alaplapjainak a kozos része egy olyan szabalyos hatszog,
melynek alapéle a haromszog oldalanak a harmada. (1 pont)
Ha a tetraéder ¢leit 3a-val jeloljiik és a negyedik csticsat E-vel, akkor a gulédk
magassaga EF, aminek hosszat az AFE derékszogli haromszogbol kapjuk. (1 pont)
2
EF? = AE? - AF? = 9a* - (3-2-3a) = 6a?, EF = Véa. (2 pont)
A szabalyos hatszog alapu gula térfogata:
1 3 18
Vzg,(a2.§.6).\/ga:ga3_ (1 pont)
Az oldallapmagassagok: Ha pl. HK felezépontjat T jeldli, akkor a TFE
1 3 3
derékszdgli haromszogbol TF = 3 g -3a = g a,
3a2 27
m= |6a? +%=ga. (2 pont)

A szabdlyos hatszog alapu gula felszine:

2
A=a2-§-6+6@a2=3%(\/§+\/27)=6\/§a2. (1 pont)
Osszesen: 10 pont



5. Az ABC haromszogben BC > AB. A D pont az BC oldal olyan pontja, hogy CD = AB. Az E
jelolje az AD szakasz, illetve a P a BC szakasz felez6pontjat. Bizonyitsuk be, hogy az ABC
sz0g szogfelezdje merdleges az EP egyenesre!

Megoldas:

Készitsiink abrat a feladatnak megfelelden, és hasznaljuk annak jeldléseit:

A

B Q P D C

A j6 abra elkészitése. (1 pont)
Az AD szakasz E felezési pontjan keresztiil huizzunk parhuzamost DC-vel, ez a
parhuzamos AC-t R-ben metszi. Igy ER az ADC haromszog DC-hez tartozo

kozépvonala, ezért

DC AB
ER=—=—. (2 pont)

Mivel R az AC szakasz felezdpontja, P a BC szakasz felez6pontja, igy

PR az ABC haromszog AB oldalhoz tartozo kdzépvonala, tehat
AB

RP = - (2 pont)
Az E ponton keresztiil htizott AB-vel parhuzamos egyenes BC-t Q-ban metszi.
Az EQ kozépvonal az ABD haromszogben, ezért

AB
EQ = - (1 pont)
A QPRE négyszogben ER = RP = EQ, RP||EQ, ezért a négyszdg rombusz. (2 pont)
Tehat QR merdleges EP-re, és felezi az EQP szoget. Az ABC szog egyallasu
EQC szoggel, igy szogfelezbik parhuzamosak, azaz ABC szog szogfelezdje

merdleges EP-re. (2 pont)
Osszesen: 10 pont



6. Egy 2nx2n négyzettabla mezdin 3n korongot helyeztiink el ugy, hogy barmely mezén
legfeljebb egy korong legyen. Bizonyitsuk be, hogy a tablazatbodl eltdvolithatunk n sort és n
oszlopot ugy, hogy a megmaradt mezokon egyetlen korong se legyen!

Megoldas:

Kezdjiik a sorokkal. Mivel a tablazatban véges sok korong van, igy van legalabb

egy olyan sor, melyen a legtobb korong all. Az elsé 1€pésben hagyjuk el ezt a sort,

vagy egy ilyet. (2 pont)
Ez alapjan hagyjuk el a masodik, harmadik,..., n-edik sort. (1 pont)
Ekkor a megmaradt n sorban nem lehet n-nél tobb korong. Mert, ha legalabb

n + 1 korong maradna, akkor lenne olyan sor, melyen legalabb két korong lenne. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy az elhagyott sorok mindegyikén legalabb két korong volt. (2 pont)
Ebbdl az kdvetkezik, hogy kezdetben a tablan legaldbb 2n+n+1=3n+1

korong volt, ami ellentmond annak, hogy 3n korongot tettiink a tablara. (2 pont)
Ezek alapjan az n sor torlése utan a tablan legfeljebb n korong lehet, igy legfeljebb

n oszlop lesz, amin van korong, igy ezek torlésével a megmaradt tablan nem lesz

korong. (1 pont)
Osszesen: 10 pont



