Javitasi utmutato
11. osztalyosok versenye

Utmutatas a pontozashoz: Nem lehet felkésziilni elére pontosan arra, hogy a versenyzék milyen
megoldasokat adnak, a feladatok a leirttél eltéré modon is megoldhatok. A részpontszamok adasdndl
kovessuk azt az utat, ahogyan az érettségi dolgozatokat pontozzuk.

1. Oldja meg a log1 (log, (log,_19)) > 0 egyenlétlenséget a valds szamok kérében.
2

Megoldas. A logaritmus értelmezése miatt 1 < x < 2 vagy x > 2. 1 pont
0 < a < 1 eseténlog,z > 0 akkor teljesil, ha 0 < z < 1, emiatt 0 < log,(log,_,9) < 1.

1 pont
0 < log,(log,_19) < 1 akkor teljesil, ha1 < log,_,9 < 2. 1 pont
Ha a logaritmus alapja kisebb 1-nél, akkor log,_;9 < 0,igyaz 1 <log,_19 < 2
egyenldtlenségnek nincs megoldasa. 2 pont

Ha a logaritmus alapja nagyobb 1-nél, azaz x > 2, akkor

(*) 1<log,_19,azazlog,_1(x —1) <log,_,9,innen x —1 < 9, x < 10 adddik. 2 pont
(**) log,_19 < 2, azaz log,_19 < log,_;(x — 1)%, ebbdl 9 < (x — 1)? kovetkezik,

ésx >2miatt3 <x—1,azaz 4 < x. 2 pont
(*) és (**) alapjan 4 < x < 10 a megoldas. 1 pont

2. Mutassa meg, hogy tetszileges a, b, ¢ valés szamok esetén az ax® +2bx+c=0,

bx? +2cx+a =0, cx? + 2ax +b = 0 egyenletek koziil legalabb az egyik egyenletnek van val6s
gyoke.

Megoldas. Ha az a, b, ¢ szdmok egyike sem nulla, akkor mindharom egyenlet masodfoku.
1 pont
Tegylk fel, az allitdssal ellentétben, hogy az egyenleteknek nincs valés gyoke, azaz

mindegyik diszkriminans negativ, igy: b> —ac <0, c* —ab <0, a®* —bc <0. 2 pont
Ezek Gsszege b® —ac+c®—ab+a’—-bc<0, azaz 2a’+2b*+2c® —2ac—2ab—2bc <0,
vagyis (a—b)’ +(b—-c)’ +(c—a)’ <0 lenne, ami ellentmondés. 3 pont
Tehat hibas volt az indirekt feltevés, igy valamelyik egyenletnek van valds gyoke. 1 pont

Nézzik most azt az esetet, ha az a, b, ¢ szamok kdzott van nulla.
Ha egy nulla kézllik, pl. a=0, és b=0, ¢ =0, akkor az els6 és masodik egyenletnek is

van valos gyoke. Ugyanez a helyzet a masik két esetben. 1 pont
Ha kett6 is nulla koziiliik, pl. a=b =0, és ¢ = 0, akkor a masodik és harmadik egyenletnek
is van valos gyoke. Ugyanez a helyzet a masik két esetben. 1 pont

Ha az a, b, ¢ szdmok mindegyike nulla, akkor mindhdrom egyenletnek van valds gyoke.
1 pont



3. Mekkora az abran lathaté szabalyos haromszdg oldala?

Megoldés. Az abran 1év6 adatokkal, jelolésekkel:

y+z=§x (1)
z=+49 —1=+/48 = 4V/3 (2)
2
(§—1) +y2 =49 (3)
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Ha a versenyzo felir olyan egyenleteket, melyekbdl el lehet jutni a valaszhoz, arra adjunk 5 pontot.

(1) és (2) alapjan y = 2 —z = V3 (3 - 4).

, ) X 2 X 2 2
Ezt beirva a (3) egyenletbe: 49 = (E — 1) + 3 (E — 4) = x“ —13x + 49, azaz

x? —13x = x(x —13) = 0. Innen x = 13.
Az egyenletek megoldasara 5 pont, ebbdl a helyes valaszra 1 pont jar.



4. Oldjameg a (3x + 5)? + (x + 6)3 = 4x2 + 1 egyenletet a valds szamok korében.

Megoldés. Rendezziik &t az egyenletet:

[(Bx +5)% — (2x)?] + [(x + 6)°> — 13] = 0. 4 pont

Az a? — b? és a® — b3 alaku kifejezések szorzatta alakithatok, ezért az egyenlet:
(x+5(Gx+5) +(x+5)(x%+13x +43) = 0. 2 pont
Tehat (x + 5)(x% + 18x + 48) = 0. 1 pont
A szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla. Vagy x + 5 = 0, azaz x; = —5; vagy
x% +18x + 48 = 0, azaz x, = —9 — /33, x3 = —9 +/33. 3 pont

A megoldéas sorén végig ekvivalens atalakitdsokat végeztink, ezek mind valoban gyokei az
eredeti egyenletnek.

5. Egy 24 f6s tarsasagban mindenki harom masikat ismer a tobbiek koziil. Az ismeretség
kolcsonos. Melyik az a legkisebb k erték, amelyre igaz, hogy barhogyan vélasztunk k embert
koziilik, biztosan lesz kozottiik két ismeros?

Megoldas: Ha kivalasztunk 13 embert, lesz koztiik két ismer6s. Ha nem lenne, akkor az
ismerdseiket felsorolva, azon a listan 13-3=39 név szerepelne, a tdbbi 11 ember neve, egy-
egy nev tobbszor is a listan. Azonban a 11 névbdl egy-egy név legfeljebb haromszor
szerepelhet, igy a listan ezekb6l a nevekbdl legfeljebb 11-3 =33 nevet tartalmazhat a lista. Ez
ellentmondas, tehat a 13 6 kozott vannak ismerdsok.

Annak megmutatasa, hogy 13 ember kozo6tt van két ismerds: 5 pont.

12 embert ki lehet valasztani, hogy ne legyenek kozottiik ismerdsok. Szervezziik az
ismeretségeket a kovetkezé modon. 6 f6s csoportokra osztjuk 6ket, akik k6z06tt az ismeretsegek
az abra szerint vannak.

A 4 ilyen 6 f6s csoportbol a bal oldalon 4ll6 haromfés csoportokat valasztva kapunk egy 12
s tarsasagot, akik kozott nincs két ember, aki ismerné egymast.

Egy jo konstrukcidra, amikor 12 ember nem ismeri egymast,

és teljesulnek a feladat feltételei, arra adjunk 5 pontot.



6. Az ABCD négyzet korilirt korén, a CD iven vegylnk fel egy M pontot. AM a BD &tlot a P
pontban, BM az AC atlét a Q pontban metszi.

Bizonyitsa be, hogy az ABQP négyszdg terlilete fele az ABCD negyzet teruletének.

Megoldas. Az ABQP négyszog atloi merlegesek egymasra, ezért a négyszog teriilete

Tasgr = BP'ZAQ . Ez pontosan akkor fele a négyzet teriiletének, ha BP - AQ = ABZ.

3 pont

Ez akkor teljestl, ha % = 2—2 azaz ha az ABP és a QAB haromszdgek hasonlok. 2 pont

AQBZ = AMQZ + MAQZ =45°+ MAQZ . 1 pont
PABZ = QABZ + PAQZ = 45°+ MAQZ . 1 pont
Tehat AQBZ = PABZ. 1 pont

Az ABP és a QAB haromszogekben van még két egyenld sz6g, ABPZ = QABL = 45°.
1 pont
Ezek miatt a két haromszog szogei egyenldk, a két haromszog hasonlo. A megfelel6 oldalak
aranyanak egyenldségébdl éppen a bizonyitandoé allitas adodik. 1 pont



Javitasi utmutato
12. osztalyosok versenye

Utmutatas a pontozashoz: Nem lehet felkésziilni elére pontosan arra, hogy a versenyzék milyen
megoldasokat adnak, a feladatok a leirttol eltéré modon is megoldhatok. A részpontszamok addsandl
kovesslk azt az utat, ahogyan az érettségi dolgozatokat pontozzuk.

1. Az a, b, ¢ szamok mértani sorozatot alkotnak, és a szamok koziil 4 a legnagyobb szam. Marci
a szamokat mas sorrendben irta le, igy azok most szamtani sorozatot alkotnak. Mi lehet ez a
szdmtani sorozat?

Megoldés. a,b = aq,c = aq?,ahola # 0,q # 1. 1 pont

Az a, b, ¢ szdmoknak 3! = 6-fele sorrendje van. Ha az a, b, c szdmok egy mértani sorozat
egymast kovet6 elemei, akkor ugyanez igaz a c, b, a sorrendre is. Ha a b, a, ¢ sorrend szamtani
sorozat, akkor a c, a, b sorrend is szamtani sorozat; ugyanigy, ha a, c, b szamtani sorozat, akkor
b, c, a is az. Tehat két esetet kell vizsgalnunk, a b, a, c és az a, c, b sorrendet. 1 pont

Ha b, a, ¢ szamtani sorozat, akkor b + ¢ = 2a, aq + aq? = 2a, azaz q + q* = 2, amelynek
a gyokei g =1 és g = —2. Mivel g # 1, igy a g = —2 eset marad, ekkor a, —2a, 4a mértani
sorozat, és a —2a, a, 4a sorrend szamtani sorozat. A harom szam kozll a legnagyobb 4. A

szamtani sorozat —2, 1, 4, illetve 4, -2, —8. 3 pont
Ha az a,c, b sorrend szamtani sorozat, akkor a + b = 2¢, a + aq = 2aq?, 1+ q = 2q?,
ennek gydkei g = 1ésq = —%. Mivel ¢ # 1,igyaq = —%eset marad, ekkor a, — =, = mértani
sorozat, és a a, ~,—= sorrend szamtani sorozat. A harom szam kozil a legnagyobb 4. A
szamtani sorozat 4, 1, —2, illetve —8, —2, 4. 3 pont
A szamtani sorozat —2, 1,4 vagy 4, 1, —2; illetve 4, —2, —8 vagy —8, —2, 4. 2 pont

2. Mely a és b egész szamokra lesz az x + ax+b =0 egyenletnek a+b az egyik gyoke?

Megoldas. Az olyan a és b egész szdmokat keressiik, amelyekre fennall az

(a+b)* +a-(a+b)+b=0 egyenlet. 2 pont
Tekinthetjiik az egyenletet b-re, mint ismeretlenre nézve masodfoku egyenletnek:

b? +(3a+1)-b+2a? =0. Ha ennek van egész gyoke, akkor a diszkriminans négyzetszam,

azaz: D =(3a+1)" —4-2a® =(a+3)" —8 =n?, ahol n egész szam. 2 pont

Az (a+3)2—n2:8 diofantoszi egyenletet szorzattd alakitassal is megoldhatjuk, de

figyelhetiink arra is, hogy az egymast kdvetd négyzetszdmok kozotti kiilonbségek ndvekvod
sorozatot alkotnak. Az 1, 4, 9, 16, 25, ... sorozatban latjuk, hogy csak a 9 és az 1 kuldnbsége 8.

(a+3)° =9, ezérta = 0 vagy a = —6. 1 pont
Az (a, b) megoldasok: (0, 0), (0, -1),(-6, 8), (-6, 9). 4 pont
Ellenérzés: A (0, 0), (0, -1),(~6, 8), (-6, 9) szamparokhoz tartozd egyenletek: x> = 0,

x2—1=0,x*—6x+8=0, x> —6x+9 =0, és ezeknek megoldisa a megfeleld a+b

szam (0, —1, 2, illetve 3). 1 pont



3. Egy derékszdgii haromszog befogdi 2 és 4 egység hossztuiak. Tekintsiik a haromszog koré irt
kornek azt a hurjat, amely a derékszogl csucsbol indulo szégfelezore illeszkedik. Mekkora ez
a har?

1. megoldas. A derékszogii haromszog atfogdja: AB = V22 + 42 = /20 = 2+/5. 1 pont
CD a BCA< szogfelezdje, igy BCD£ = ACD £ = 45°. 1 pont
A keruleti szogek tétele miatt ABD2 = ACD£ = 45°, 1 pont

Az ABC deré¢kszogli haromszdgben legyen a« = ABCZ.
4 2

. 2 1 4
Ekkorsma—ﬁg—ﬁeScosa—ﬁg—ﬁ. 2 pont
2r = AB = 24/5. 1 pont
A szinusztétel miatt CD = 2r - sin(a + 45°). 1 pont
Ezért CD = 2v/5 - (sina - cos 45° + cos a - sin 45°), azaz
_ (L2 2 V2

CD =25 (ﬁ 2"'\/3 2)—3\/7. 2 pont
A keresett hir hossza 3v/2. 1 pont
2. megoldéas. CD a BCA< szogfelezbje, igy BCD£ = ACD+ = 45° ezért BD = AD = x.

2 pont
irjuk fel a koszinusztételt a CAD és a CDB haromszdgekben az x hosszu oldalakra és legyen
a=CD. 2 pont
x2=22+a2—2-2a-gés 2 pont
x2=42+a2—2-4a-g. 2 pont
Innen 4 + a?> —2a-v2 =16 + a®> — 4a-+2,azaz 2a V2 = 12, a = 3v/2. 1 pont
A keresett hir hossza 3v/2. 1 pont
3. megoldas. Az ACB derékszogii haromszog atfogdja: AB = V22 + 42 = v20. 1 pont
CD a BCA< szogtelezoje, igy BCD£ = ACD£ = 45°. 1 pont
A Keruleti szogek tétele miatt ABDz = ACD£ = 45°. 1 pont
Az ADB derékszogli haromszog egyik hegyesszoge ABD£ = 45°, ezért egyenld szart. Az
atfogéja AB = /20, tehat a szarai AD = BD = +/10. 1 pont
A C csticsbol indul6 szogfelezd az atfogdt az E pontban metszi, és a szogfelezotétel miatt
AE = @, BE = %ﬁ. 2 pont
A kertileti sz6gek tétele miatt CAE£ = BDE£. (Vagy CEAZ = BEDL..) 1 pont
A CAE és a BDE haromszégek hasonlok. 1 pont
A hasonlésag miatt CE = %\/7, DE = gx/f 1 pont

CD = CE+ED =VZ+2V2Z=3V2. 1 pont



4. Mennyi az A® +B? +C? kifejezés lehetséges legkisebb értéke, ha A, B, C olyan nullatol
kiilonbozd egészek, melyekre A-log,16+ B-log,18+C -log, 24 =0 teljesil?

Megoldas. Mivel 4A-log, 2+ B-(log, 2+ 2log, 3)+ C - (3log, 2 + log, 3) = 0, igy
(4A+B+3C)-log, 2+(2B+C)-log,3=0. 2 pont

4A+B+3C
Ha 2B + C # 0, akkor log,3 = — 4’42;3;36, azaz 3 = 27 2B+C , igy 32B+C = 2~ (#4+B+30)

Ez nem lehetséges, hiszen a 3 és a 2 nullatol kiilonb6z6 egész kitevOs hatvanyai nem lehetnek

egyenlok. 3 pont
Ezért 2B+C=0¢és 4A+B+3C=0. 1 pont
Az els6 egyenletbdl C =-2B, igy 4A+ B —-6B =0, vagyis 4A=5B. 1 pont
A oszthat6 5-tel, B oszthat6 4-gyel. 1 pont
Innen a legkisebb abszolut értékii A, B, C szamok: A=5, B=4, C =-8. 1 pont
A?+B? +C? =52 + 4% +(-8)° =105. 1 pont

5. A Vilagkormany mindegyik tagja két nyelven beszél, és mindegyik kormanytaghoz talalhato
egy olyan kormanytag, akivel csak tolmacs segitségével beszélhet, mig a tdbbi tag
mindegyikével tud egy kdzos nyelven beszélni. Hany tagja lehet a kormanynak?

Megoldas. A kormany mindegyik tagjahoz van egy masik, akivel nem tud k6zds nyelven
beszélni. VValasszunk két olyan tagot, akiknek nincs kdzos nyelve: A beszéli a p és g nyelveket,
B beszéli az r és s nyelveket. A mindenki massal talal kozos nyelvet, és ugyanigy B is. Tehat a
tobbi tag altal beszélt két nyelv (p,r), (p,s),(q,7),(q,s) lehet. Ha C és D ugyanazt a két
nyelvet beszéIné, akkor akivel C nem tud beszélni, legyen 6 E, vele D sem tud beszélni. Ezeért
E két kollégajaval csak tolmaccsal beszélhet, noha csak egy ilyen kolléga lehet. Tehat a
korménynak legfeljebb 6 tagja lehet: A és B, és azok, akik a (p, ), (p, s), (q,7), (g, s) nyelveket
beszélik.

Legfeljebb 6 korméanytag van: 4 pont.

Vélasszunk A és B mellé egy harmadik tagot, M-et, aki a (p, r) nyelveket beszéli. Mivel M-
nek van olyan kollégaja, akivel nem tud beszélni, igy kell lennie negyedik tagnak is, N az, aki
(g, s) nyelveken beszél. A kormanynak lehet 4 tagja: A, B, M, N.

Legalébb 4 kormanytag van, és lehet 4 korméanytag: 3 pont.

Ha van 5 vagy 6 tagu kormény, az 6todik, illetve a hatodik tag a (p,s) és (q,r) nyelveket
beszéli. 5 tag nem lehet, mert nincs hozza olyan kormanytag, akivel nem tud beszélni. 6 tagja
lehet a kormanynak, ekkor teljestilnek a feltételek.

A korménytagok szdma nem lehet 5, és lehet 6: 3 pont.



6. Az ABC derékszogii haromszogben az atfogohoz tartoz6 CD magassag és az AE szogfelez6
az F pontban metszik egymast. ED és BF metszespontja G.

C
Mutassa meg, hogy a CFGE négyszog és a DBG haromszog teriilete egyenld.

Megoldas. A szogfelezotétel alapjan: E—E = ':—; =cosCABZ. 2 pont
cosCABZ = AD = Fb , Itt ismét felhasznalva a szogfelezotételt is. 2 pont
AC FC
Innen E:E,azaz EC-FC =BE-DF. 1 pont
BE FC

EC-FC =BE-DF, igy EC-FC =(BC - EC)-(CD-CF).
Ebbsl CB-CD =CB-CF +CE-CD. 2 pont

Szorozzuk meg az egyenléséget %sin BCDZ -vel, ekkor a Tyep =Tger + Teep €gyenloséget

kapjuk. 2 pont
A BCD haromszdget ED és BF négy részre darabolja. Az el6bbi teriileteket rakjuk Ossze
ezekbol.
TECFG +TEGB +TFGD +TBGD = (TECFG +TEGB )+ (TECFG +TFGD ) *
Taep = Tecre - 1 pont



