Javitasi utmutato

11. évfolyamosok versenye

1. Egy banketten 100 ember vesz részt. A résztvevok atlagosan 3,14 embert ismernek a
tarsasagbol, az ismeretség minden esetben kolcsonos.

a) Hany ismeretségi kapcsolat van a tarsasagban?
b) lgaz—e, hogy a tarsasagban van olyan ember, aki legalabb 4 masik embert ismer?

Megoldas:

a) A bankett résztvevoit az ismeretségi kapcsolatokkal egylitt egy 100 ponta egyszeri
grafnak tekinthetjiik. (2 pont)

A pontok fokszamainak atlaga 3,14, vagyis a fokszamok 0sszege 314. Az egyszerii
graf éleinek szdma és a fokszamok 0sszegére vonatkozo Osszefiiggés alapjan 314:2 =
157 az élek, vagyis az ismeretségek szama. (3 pont)

Megjegyzés: Az elsé 2 pont akkor is jar, ha nem grafokkal fogalmaz a versenyzo.
b) Tegyiik fel, hogy mindegyik részvevo legfeljebb harom masikat ismer. (2 pont)
Ekkor az ismeretségek maximuma (100-3):2 = 150, ami ellentmond az a)-beli

eredménytinknek. (2 pont)
Tehat biztosan van olyan ember, aki legalabb 4 mésikat ismer. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

2. Oldjuk meg a valos szamok halmazan az
x—4)- (x—2)-(x+5-(x+7)<-81
egyenlOtlenséget.
Megoldas:

Az egyenldtlenség baloldalan cseréljiilk meg a tényezdk sorrendjét:

x—4)-(x+7)-(x+5-(x—2)<-81. (2 pont)

Ezutan a tényezoket paronként dsszeszorozva az

(x2 +3x — 28) - (x2 + 3x — 10) < —81 egyenlbtlenséget kapjuk. (2 pont)

Jeldlje y az x% + 3x-et! Ezt az egyenlStlenségbe irva:

(y—128)-(y—10) < -81. (1 pont)

A miiveleteket elvégezve és rendezve az y2-38y + 361 < 0 egyenlc’itlenséghe? jutunl)<.
1 pont

A baloldal egy teljes négyzet, igy (v — 19)? < 0. (1 pont)



Ez csak ugy lehetséges, ha x? + 3x-19 = 0. (1 pont)
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Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink ezért a két gyok az eredeti egyenldtlenségnek
is megoldasa. (1 pont)

10 pont

(1 pont)

Az egyenlet gyokei: x; =

Osszesen:

3. Az ABC haromszog BC oldalanak a H olyan belsé pontja, melyre BH:HC = 1:2. Az AC
oldalnak N olyan belsé pontja, melyre CN:NA = 1:3. Jeldljiikk BN és AH metszéspontjat M-
mel. Hanyadrésze az NMHC négyszog teriilete az ABC haromszog teriiletének?

Megoldas:
Készitsiink abrat, és jeloljik AB-t c-vel és BC-t a-val.

Huzzunk parhuzamost H-n és N-en keresztiil AB-vel, a metszéspontok K és L. (2 pont)

Alkalmazzuk a parhuzamos szeldszakaszok tételét az ACB szogre (AB = c): NK = 7

(1 pont)
Alkalmazzuk a parhuzamos szeldszakaszok tételét az NBK szogre: HL:NK = HB:BK,
ahonnan: (1 pont)
1
HL=S.32 = ¢ 2 pont)
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Alkalmazzuk a parhuzamos szeldszakaszok tételét az AMB szogre: HM:MA = p
(2 pont)



A koz6s magassaggal rendelkezd haromszogek teriiletének ardnya egyenlé az ezen
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magassaghoz tartozo oldalak aranyaval. Ez alapjan: Tgyy = ETABH = —T4pc-

30
(1 pont)
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Ezek alapjan: Tyyyeny = n Typc — 70 Typc = ” Typc- (1 pont)
Megjegyzés: Haromszogek hasonlosagat felhasznalva ugyanezt kapjuk.
Osszesen: 10 pont

4. Az f(x) fiiggvény a valos szamok halmazén értelmezett olyan masodfoku fiiggvény, amely
minden x valds szamra eleget tesz a 2f (x) + f(3 — x) = x? egyenl8ségnek. Hany olyan
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természetes szam van, amely nem nagyobb 2025-nél és f(x) > §?

Megoldas:

Mivel minden valos x-re teljesiil a 2f (x) + f(3 — x) = x? (1) egyenl8ség, ezért annak
is teljesiilnie kell, hogy

2fB=x)+fI3-B—-x]=3B-0?* (2),

azaz 2f(3—x) + f(x) = x*-6x+9 (2). (2 pont)
Az (1) egyenlet kétszeresébdl kivonva a (2)-6t kapjuk, hogy
3f(x) = x% + 6x-9. (2 pont)
Ebbél f(x) = @ a megfelelé masodfokd Riggvény. (1 pont)
Oldjuk meg az @ > g egyenl6tlenséget (1 pont)
Rendezés utan az x* + 6x- 16 > 0 egyenlétlenséget kapjuk, melyet szorzatta alakitva
(x-2)-(x+8)>0. (1 pont)
Az egyenldtlenség megoldasa: x < —8, vagy x > 2. (1 pont)
A kérdéses természetes szdmok 2 < x < 2025. (1 pont)
Tehat 2023 olyan természetes van, amely eleget tesz a feltételeknek. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

5. Az x valés szamra teljesiil, hogy cos(g-sinx) = sin(m - sinx). Hatarozzuk meg sinx

Osszes lehetséges értékét!
Megoldas:

A potszogekre vonatkozo azonossag alapjan az egyenlet a sin(g — g - sinx) = sin(m -
sinx) egyenlettel ekvivalens. (1 pont)



Két valos szdm szinusza egyenld, ha a valos szamok kiilonbsége 2m egész szamu
tobbszorose, illetve ha 6sszegiikk m + m - 2m, ahol meZ. (1 pont)

A fentiek alapjan:

1) g—g-sinxzn-sinx+k-2n,keZ

2 g—g-sinx+n-sinx =m+m-2m, meZ (2 pont)

Az egyenletekbdl sinx-et Kifejezve:

_ (1-4k)

(1) sinx 3

(1 pont)

Mivel —1 < sinx < 1, ezért —3 < 1 - 4k < 3, ahonnan —% < k < 1. Mivel k egész

szam, ezért k = 0; 1 lehet. Igy sinx = é vagy sinx = —1 (2 pont)
(2) sinx =1+ 4m. (1 pont)
A szinusz fliggvény értékkészletét figyelembe véve —% <m < 0,ami csak m = 0 esetén
teljesiil, ekkor sinx = 1. (1 pont)
Osszegezve: a kiindulési egyenletben sinx = —1; % ; 1 értékeket veheti fel. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

6. Az ABC hegyesszogii haromszog A, B, C csticsaibol induld magassagok talppontjai rendre
Ay, By, Cy. Jel6lje M a haromszog magassagpontjat, F a BM szakasz felezépontjat. Az A1B:
szakasz CCj-et P-ben, C1F a BC-t Q-ban metszi. Bizonyitsuk be, hogy A1PC1Q négyszog
hurnégyszog.

Megoldds:

Készitsiink abrat!




AB Thalész-korére illeszkedik Ai, Bi, az ABA1B: négyszog hurnégyszog, ezért
CA1B14 = «a. (2 pont)

B1MA:1C hirnégyszog. CM Thalész-korére illeszkedik By, As. (2 pont)

Az A1-bdl és M-bol CB1 ugyanakkora szog alatt latszik, igy CMB14=a, amivel egyenld
BMC14 (cstuicsszogek). (3 pont)

MC1B derékszogl haromszogben F az MB felezOpontja, igy MF=FCi, ezért MC1F4 =

a és QA1PA = 180°-c. (2 pont)

Tehat az A1PC1Q négyszog két szemkozti szogének Osszege 180, igy az hirnégyszog.

(1 pont)

Osszesen: 10 pont



