11. évfolyam gimndazium

1. Egy banketten a meghivottak kézfogassal iidvozlik egymast (mindenki mindenkivel
pontosan egyszer fog kezet). Az idvozlések soran egy adott pillanatban kidertiil, hogy még
mindenkinek négy kézfogasa van hatra és eddig 168 kézfogas tortént. Hany résztvevdje van

a bankettnek?

2. Egytrapézalapjai 12 cm és 8 cm hosszliak. Az egyik atlo 30°-0s szoget zar be az alappal és mer6leges
a masik atlora.
a) Hany cm hosszu a trapéz két atloja?
b) Mekkora a trapéz teriilete?
3. Adva van egy 2022 oldalu konvex sokszog és belsejében 11 pont tigy, hogy a sokszdg csucsai
¢és a 11 pont koziil semelyik harom nincs egy egyenesen. Felhasznalva a sokszog csucsait és

a 11 pontot, bontsuk fel a sokszdget olyan haromszdgekre, amelyeknek cstcsai az eldbbi

2033 pont koziil valok. Hainy haromszdget kapunk?
4. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket!

a)  x°y—4x® =2023 az egész szamok halmazan.

b)  x*—y®—2x=10 a természetes szamok halmazan.

5. Egy csupa fiubol allo osztalyban 18-an sakkoznak, 23-an fociznak, 21-en bicikliznek és 17-
en turdznak. Tudjuk, hogy 9 olyan fit van, aki sakkozik és focizik 7, aki sakkozik és
biciklizik, 6, aki sakkozik és tarazik, 12, aki biciklizik és focizik, 9-en fociznak és tiraznak
és 12-en vannak, akik bicikliznek és taraznak is. A sakkot a biciklizést és a focit 4-en, a
sakkot a focit és a turazast 3-an, a sakkot a biciklizést és a turazast 5-en, a focit a biciklizést
¢s a tlrazast 7-en tekintik kedvenc szabadidds elfoglaltsaguknak. Van harom olyan fit, aki
mindegyik sportnak hodol. Tudjuk végiil, hogy a négy koziil legalabb az egyiket mindegyik

fit Gizi. Hany fit van az osztalyban?
6. Tekintsiik az Xx*+2(M—2)x+m* —4m—-21=0 masodfoki egyenletet, ahol m valds
paraméter.
a) Bizonyitsuk be, hogy az egyenlet valds gyokeinek kiilonbsége nem fiigg m-t6l!

b) Hatarozzuk meg m azon értékét, melyre az egyenlet valds gyokeinek

négyzetdsszege minimalis!

Minden feladat megoldasa 10 pontot ér.



11. évfolyam technikum

1. Egy csokoladégyarban két gépsoron 2012. november 5-én kezdték el gyartani a 85 gramm
tomegli csokimikuldsokat. A gyartads utolsé fazisdban megmérik minden csokimikulas
tomegét ¢és, ha annak tomege kevesebb, mint 83 gramm, akkor csomagolas nélkiil
visszakeriil az olvasztoba. Az els6 nap a két gépsoron Osszesen 26400 csokimikuldst
gyartottak, amibdl 636-ot nem csomagoltak be. Az egyik gépsoron gyartott mikulasok
2%-a, mig a masikon gyartott mikuldsok 3%-a volt selejtes. Hany selejtes mikulést

gyartottak az egyik, illetve a masik gépsoron?

2. Egy banketten a meghivottak kézfogassal iidvozlik egymdst (mindenki mindenkivel
pontosan egyszer fog kezet). Az lidvozlések soran egy adott pillanatban kideriil, hogy még

mindenkinek négy kézfogéasa van hatra és eddig 168 kézfogas tortént. Hany résztvevdje van

a bankettnek?
3. Feldarabolhat6-e egy szabalyos hdromszog
a) 2022 szabalyos haromszogre?

b) Bizonyitsuk be, hogy a szabalyos haromszog felbonthato 6, illetve 8 szabalyos

haromszogre is.

4. Adott az % tort, ahol a, b pozitiv egész szamok. Ha a tort szamlalojat 7-tel noveljiik és a

nevezdjét 7-tel csokkentjiik, akkor az % tort reciprokat kapjuk. Hany ilyen tort van, amelyre
b 200,
a 289

5. Egy egyenld szarti haromszog alapja 20 cm, szérai 26 cm hossztiak. Mekkora a sulypontnak
a haromszdg oldalaitdl mért tavolsaga?

6. Szamitsa ki a

2022% — 20217 +2020° —2019% +...+ 2> —1°
2022 -2021+2020-2019+...+2-1

pontos értékét!

Minden feladat megolddasa 10 pontot ér.



12. évfolyam gimndazium

1. Egy szabalyos dobokockaval 6tszor dobunk egymas utan €s sorban leirjuk a dobott pottyok

szamat, ezzel igy 6tjegyli szdmsorozatot kapunk.
a) Hanyfé¢le szamsorozatot kaphatunk?
b) Hanyféle olyan sorozatot kaphatunk, melyekben pontosan egy kettes szerepel?

C) Mennyi annak a valosziniisége, hogy az elsé helyen, a tobbi helyen allo szamtol

kiilonboz6 szam all?

2. Az egységnyi oldali ABCD négyzet bels6 P pontjara teljesiil, hogy PAB<«=15° és
PBA« =30°. A négyzet kdzéppontjat O-val jeldlve, mekkorak az APO haromszog szogei?

3. Az ABC haromszog C cstcsbol indulod belsd szdgfelezdje illeszkedik az y = x egyenesre.

Hatarozzuk meg a haromszog C csticsanak koordinatait, ha A(12;-1) és B(6;14)!

4. Tekintsik az f:R—>R, f(X)= (p — 2)X2 + (2 p +1)X +% p+2 masodfoku fiiggvényeket,
ahol p 2-t61 kiilonb6z6 valds szam.

a) Van-e a p paraméternek olyan értéke, amelyre a masodfoku fliggvénynek nincs

koz0s pontja az X tengellyel?

b) Hatarozzuk meg azokat a pontokat, amelyekre a p lehetséges értékeihez tartozo

fliggvények mindegyike illeszkednek!

c) Hatarozzuk meg p értékét ugy, hogy a (p — 2)X2 + (2 p +1)X +% p+2=0 egyenlet

. . ) 3)
gyokeinek a négyzetosszege > legyen!

5. Oldjuk meg a valos szamparok halmazan a kovetkezd egyenletet!
1) 2
(sin2 X—Zj +(y? +cosx) =0

6. Hany olyan X val6s szam van, amelyre a valos szamok halmazén értelmezett

Fx) =/x2+1024 —/x2 + 1
fliggvény egész értéket vesz fel?

Minden feladat megoldasa 10 pontot ér.



12. évfolyam technikum

1. Hatarozzuk meg azokat a haromjegyli szamokat, amelyek egyenl6k szamjegyei Gsszegének a

23-szorosaval.

2. Egy banketten a meghivottak kézfogéassal iidvozlik egymast (mindenki mindenkivel
pontosan egyszer fogott kezet). Két meghivott mas elfoglaltsaga miatt nem tudott részt venni
a banketten, igy a lehetséges kézfogasok szama 35-tel csokkent. Hany embert hivtak meg a

bankettre?

3. Egy szabalyos dobdkockaval 6tszor dobunk egymas utan és sorba leirjuk a dobott pottyok

szamat, igy Otjegyl szamsorozatot kapunk.
a) Hanyféle szamsorozatot kaphatunk?
b) Hanyféle sorozatot kaphatunk, melyekben pontosan egy kettes szerepel?

C) Mennyi annak a valosziniisége, hogy az els6 helyen, a tobbi helyen allo szamtol

kiilonb6z6 szdm all?

4. Az ABC haromszogben az AB oldal kétszer olyan hosszusagu, mint az AC oldal. Tudjuk,
hogy a C pont ugyanolyan tavol van az AB oldal egyenesétdl, minta B ponta C pontbol
indul6 sulyvonal egyenesétdl. Mekkorak az ABC haromszog szogei?

5. Haromszogszamoknak nevezzik a h =1, h,=1+2, h,=1+2+3, ..., h, =1+2+3+...+n,
stb. szamokat. Szamitsuk ki az elsé 2022 hdromszdgszam reciprokanak az 0sszegét!

6. Az ABCD trapéz AC és BD 4tloi az M pontban metszik egymast. Az ABM és ADM

haromszogek teriiletének aranya 8:7. Mekkora a trapéz teriilete, ha a CDM haromszog

tertilete 2023 teriiletegység?

Minden feladat megolddasa 10 pontot ér.



11. évfolyam gimndzium

Pontozasi utmutato

1. Egy banketten a meghivottak kézfogéssal iidvozlik egymast (mindenki mindenkivel
pontosan egyszer fog kezet). Az tidvozlések soran egy adott pillanatban kideriil, hogy még
mindenkinek négy kézfogéasa van hatra és eddig 168 kézfogas tortént. Hany résztvevdje van
a bankettnek?

Megoldas:

Ha n résztvevo van, akkor mindenki n - 1 kézfogast ad. (2 pont)
Mivel az adott pillanatban mindenkinek még 4 kézfogasa van hatra, ezért eddig mindenki n
— 5 kézfogast adott, igy (3 pont)
n(n->5
% =168 (2 pont)
n*>-5n-336=0 (1 pont)
Az egyenlet pozitiv megoldasa a 21.
Tehat 21 résztvevéje van a bankettnek. (1 pont)
Ellenérzés (1 pont)
Osszesen: 10 pont

2. Egy trapéz alapjai 12 cm és 8 cm hosszliak. Az egyik atlo 30°-0s szoget zar be az alappal és merdleges
a masik atlora.

a) Hany cm hosszu a trapéz két atloja?
b) Mekkora a trapéz teriilete?

Megoldas:

a) Készitsiink abrat, és hasznaljuk annak jeldléseit!

D C
¥ 3 L]
A B
Az ABE haromszog A-nal 1€v6 szoge 30°-o0s, ezért EB = 6 cm. (2 pont)
Az AE = +/3-6 cm. (1 pont)
A DCE haromszogben C-nal 1év6 szoge 30°-os, ezért ED =4 cm. (2 pont)

Az CE = /3.4 cm. (1 pont)



fgy BD =10 cm, AC = +/3-10 cm. (2 pont)
b) Mivel a trapéz atloi merdlegesek egymasra ezért a teriilete:

AC-BD 553 cm2, (2 pont)

Osszesen: 10 pont

3. Adva van egy 2022 oldalii konvex sokszog €s belsejében 11 pont ugy, hogy a sokszog
csticsai és a 11 pont koziil semelyik harom nincs egy egyenesen. Felhasznalva a sokszog
csucsait és a 11 pontot, bontsuk fel a sokszoget olyan haromszdgekre, amelyeknek csticsai
az elébbi 2033 pont koziil valok. Hany haromszoget kapunk?

Megoldas:

Ha egy pontot helyeziink el a sokszdg belsejében és azt §sszekdtjiik a sokszog csucsaival,
akkor 2022 db haromszdget kapunk. (1 pont)

Ha a masodik pontot is elhelyezziik, akkor ez valamelyik haromszdgben lesz (oldalon nem
lehet, mert akkor harom pont egy egyenesre illeszkedne). (2 pont)

Ezt a pontot 0sszekotve a haromszog csticsaival, a haromszog ,,megsziinik”, de harom j
keletkezik. (2 pont)

Igy folytatva minden pont elhelyezésével (az elsd kivételével) kettével nd a haromszogek
szama. Az 0sszes haromszog: 2022 + (11 — 1)-2 = 2042. (2 pont)

Megmutatjuk, hogy a felbontasok szama fliggetlen a felbontas részleteitdl. Ha a felbontas
utan N haromszoget kapunk, akkor az N darab haromszog bels6 szogeinek dsszege az eredeti
sokszog belsd szogei, illetve azoknak részeibdl, tovabba a belsd pontoknal fekvd teljes
sz0gek részeibdl tevodnek Ossze. A 2022 oldalu sokszog szogeinek dsszege €s a 11 belsod
pontndl fekvd teljes szogek Osszege pontosan megadja az N darab haromszog belsd

szogeinek Osszegét. (2 pont)
N -180° = (2022 —2)180°+11-360°.

Ebb6l N=2020+22=2042. Fiiggetlen a felbontas részleteitol. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

4. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket!

a) X%y —4x3=2023 az egész szamok halmazan.
b) x*—y?—2x=10 atermészetes szamok halmazan.

Megoldas:

a) Irjuk fel a baloldali 6sszeget szorzatalakban:
x2(y — 4x) = 2023 (1 pont)



Bontsuk fel a 2023-at két egész szam szorzatara, melyek kozil az egyik

négyzetszam. (1 pont)

2023 = 1*2023 = 17%*7 (1 pont)

A két felbontasbol: x1 = +1, y1 = 2023; X2 = £17, yo= 75. (2 pont)
b) Alakitsuk 4t az egyenletet!

(x—1 —y? =11 (1 pont)

(x-1-y)x-1+y)=11 (1 pont)

A 11 két természetes szam szorzatara csak egyféleképpen bonthato fel, 1-11, igy a
megoldast az

x-1-y=1
Xx-1+y=11
Egyenletrendszer megoldasa adja. (2 pont)
(A masik parositas esetén nem kapunk pozitiv megoldast.)
Az egyenletrendszer megoldasa: x =7,y =5. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

5. Egy csupa fitibol allo osztalyban 18-an sakkoznak, 23-an fociznak, 21-en bicikliznek és 17-
en turaznak. Tudjuk, hogy 9 olyan fit van, aki sakkozik és focizik 7, aki sakkozik és
biciklizik, 6, aki sakkozik és tarazik, 12, aki biciklizik és focizik, 9-en fociznak és turaznak
és 12-en vannak, akik bicikliznek és taraznak is. A sakkot a biciklizést és a focit 4-en, a
sakkot a focit és a turdzast 3-an, a sakkot a biciklizést és a tirazast 5-en, a focit a biciklizést
¢s a tirazast 7-en tekintik kedvenc szabadidds elfoglaltsaguknak. Van harom olyan fit, aki
mindegyik sportnak hddol. Tudjuk végiil, hogy a négy koziil legaldbb az egyiket mindegyik
fia Gizi. Hany fiu van az osztalyban?

Megoldas:

Jelolje S a sakkozok halmazat, melynek szdmossaga |S| =18, F a focizok halmazat, melynek
szamossaga |F| = 23, B a bicikliz6k halmazat, melynek szamossaga |B| =21, T a tarazok
halmazat, melynek szamossaga |T| =17. (1 pont)
A feltételekben szerepld metszethalmazok szamossagai: |S N F| =9, |S N B| =7,
ISNT|=6, |BNF|=12, [FNT|=9, |[BNT|=12, [SNBNF|=4, |[SNFNT|=3,
ISNBNT|=5, [FNBNT|=7,[SNBNFNT|=3. (3 pont)
A négy halmaz egyesitett halmazanak szdmosséagara a szitaformulat alkalmazva:

ISUBUF UT|=|8|+|F|+|B|+[T|-(SNF|+[SNB|+|SNT|+|BNF|+|F NT|+[BNT|)+
ISNBNF|+[SNFNT|+|SNBNT|+|[FNBNT|-|SNBNFNT|=

(4 pont)
=18+23+21+17—(9+7+6+12+9+12)+4+3+5+7-3=40 (1 pont)
Az osztalyba 40 fia tanuld jar. (1 pont)

Osszesen: 10 pont



6. Tekintsiik az x*+2(M—2)x+m? -4m—-21=0 masodfoki egyenletet, ahol m valds
paraméter.
a) Bizonyitsuk be, hogy az egyenlet valds gyokeinek kiilonbsége nem fiigg m-t6l!

b) Hatarozzuk meg m azon értékét, melyre az egyenlet valos gydkeinek
négyzetdsszege minimalis!

Megoldas:
a) A megoldo képlet alapjan:

_ + 2 _ 2
‘= 2m+4£+4m 16n;+16 4m’ +16m+84 _ . . (2 pont)
A két gyok kiilonbsége +10, ami fliggetlen m-tol. (2 pont)
b) Az a) rész alapjan D >0, igy minden m-re van valos gyoke az egyenletnek.

(2 pont)
X2+ X2 = (X, + X, = 2%,X, = [-2(m=2)F —2(m* - 4m—21)= (3 pont)

=4m? —16m +16 — 2m? +8m + 42 = 2m? —8m + 58 = 2(m — 2)* + 50
) A valos gyokok négyzetdsszege akkor minimalis, ha m = 2. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

2. Megoldas az a) részre:

A Viéte-formulak alapjan:
(X, = X,)? = (X, +X,)* —4X,X, = 4(m—2)* —4(m* —4m —21) =100, "
X, —X,| =10.

pont)



11. évfolyam technikum

Pontozasi utmutato

1. Egy csokoladégyarban két gépsoron 2012. november 5-én kezdték el gyartani a 85 gramm
tomegli csokimikuldsokat. A gyartas utols6 fazisdban megmérik minden csokimikulas
tomegét és, ha annak tomege kevesebb, mint 83 gramm, akkor csomagolas nélkiil
visszakeriil az olvasztoba. Az els6 nap a két gépsoron Osszesen 26400 csokimikuldst
gyartottak, amibdl 636-ot nem csomagoltak be. Az egyik gépsoron gyartott mikuldsok
2%-a, mig a masikon gyartott mikulasok 3%-a volt selejtes. Hany selejtes mikulast
gyartottak az egyik, illetve a masik gépsoron?

Megoldds:

Jeldlje az els6 gépsoron gyartott mikuldsok szamat X, a masikon gyartottakét 26400-X.

(1 pont)
A selejtek szama: 0,02-X, illetve 0,03-(26400-x). (2 pont)
A feltételekbdl: 0,02-x + 0,03-(26400-x) = 636. (1 pont)
Osszevonas és rendezés utan: -0,01x = - 156 (2 pont)
Az els6 gépsoron gyartott mikuldsok szama 15600, a masodikon gyartottaké 10800

(1 pont)
Az elsé gépsoron gyartott selejtek szama 0,02-15600 = 312 (1 pont)
A masodik gépsoron gyartott selejtek szama 0,03-10800 = 324 (1 pont)
Ezek 6sszege 636. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

2. Egy banketten a meghivottak kézfogassal iidvozlik egymast (mindenki mindenkivel
pontosan egyszer fog kezet). Az tidvozlések soran egy adott pillanatban kideriil, hogy még
mindenkinek négy kézfogasa van hatra és eddig 168 kézfogas tortént. Hany résztvevdje van
a bankettnek?

Megoldas:

Ha n résztvevo van, akkor mindenki n - 1 kézfogast ad. (2 pont)
Mivel egy adott pillanatban mindenkinek még 4 kézfogasa van hatra, ezért eddig mindenki
n — 5 kézfogast adott, igy (3 pont)
n\n —
(n-5) =168 (2 pont)
n*>-5n-336=0 (1 pont)
Az egyenlet pozitiv megoldasa a 21.
Tehat 21 résztvevdje van a bankettnek. (1 pont)
Ellendrzés (1 pont)
Osszesen: 10 pont

3. Feldarabolhat6-e egy szabdlyos haromszog



a) 2022 szabalyos haromszogre?

b) Bizonyitsuk be, hogy a szabalyos haromszog felbonthato 6, illetve 8 szabalyos
haromszdogre is.

Megoldas:

a) Barmely szabalyos haromszog az oldalfelezé pontjait 6sszekotd szakaszokkal négy
szabalyos haromszdgre bonthatd, ami azt jelenti, hogy a felbontasban szerepld szabalyos
haromszogek szama 3-mal mindig névelhetd. (2 pont)
Az oldalak harmadold pontjait 6sszekdtve 9 szabalyos haromszogre tudunk bontani egy
szabalyos haromszdget, ami 8-cal ndveli a szabalyos haromszogek szamat egy felbontasban.
(2 pont)
igy barmely szabalyos haromszog biztosan felbonthaté 4, 7,9, 10, 12, 13,15, 16, 17, 18,...,
2022 szabalyos haromszdogre. (2 pont)
b) Az oldalak megfelelé harmadol6 pontjait 6sszekotve a kapott 9 szabalyos haromszogbol
négyet egyesitve a hatra valo bontas adodik, lasd abra. (2 pont)

Hasonl6an az €l6z6ho6z:

Osszuk fel a szabalyos haromszog mindegyik oldalat 4 egyenld részre és ezek koziil a megfeleld
pontokat 6sszekotve latjuk, hogy 16 darab szabalyos haromszogre felbonthatdé a haromszog. Az
egyik csucsnal fekvo 9 darabot egynek tekintve dsszesen 8 haromszoget kapunk. (2 pont)

Megjegyzés: fentiekbdl adodik a 11 részre vald bontéas. Tehat 2, 3, és 5 kivételével minden
pozitiv egész szam lehet a darabolasnal kapott szabalyos haromszogek szdma.

Osszesen: 10 pont

4. Adott az % tort, ahol @, b pozitiv egész szamok. Ha a tort szamlalojat 7-tel noveljik és a

4 .. o . a .. . r . 14 . ..
nevezdjét 7-tel csokkentjiik, akkor az 5 tort reciprokat kapjuk. Hany ilyen tort van, amelyre

2 > 290?
a 289

Megoldas:

7 b
A megadott feltételek alapjan felirhat6 az Z—; =7 egyenlet (b # 7), amelybdl a® + 7a =
b? — 7b kovetkezik. (1 pont)



Ezt O-ra rendezve az a? — b? + 7(a + b) = 0 egyenletet kapjuk, melynek bal oldala
szorzatta alakithato:

D @+b)-(a—b+7)=0. (2 pont)
Mivel az a, b pozitiv egészek, ezért (1)-bél a — b + 7 = 0 adddik, azaz

2Qb=a+7 (2 pont)

b . o . 4 ... b __a+7 7
A 2 tortet (2) segitségével a kovetkezd alakba irhatjuk: Pl 1+ p (1 pont)
b 7 290
Azoknak a pozitiv egész a szamoknak a szamat keressiik, melyekre o= 1+-> 289"
7 290

Az1+ " > 789 egyenl6tlenségbdl adodik, hogy a < 2023 (2 pont)
gy osszesen 2022 darab, a feladat feltételeinek megfeleld pozitiv egész a szam van, (2)
alapjan ugyanennyi a megfeleld pozitiv b szamok szama is. (2 pont)
Osszesen: 10 pont

5. Egy egyenld szaru haromszog alapja 20 cm, szdrai 26 cm hosszuak. Mekkora a sulypontnak
a haromszdg oldalaitol mért tavolsaga?

Megoldas:

L4

A = B

Az AFC derékszogii haromszogben: FC =+/26° —10% =24 cm. S stlypont, ezért SF = 8

cm, és SC =19 cm. (4 pont)

SECA~BFCA, mert derékszogiiek és egy szogiik kozos (2 pont)

Ezért ~C = 2, ahonnan SE = 2210 6,15 cm. (4 pont)
FB BC 26

Osszesen: 10 pont

6. Szamitsa ki a
20222 — 20212 + 20202 — 20192 + -+ + 22 — 12

2022 — 2021 +2020-2019+--+2-1

tort pontos értékét!

Megoldas:

A szamlalo tagjait parositsuk és alakitsuk szorzattd a parokat:
(2022 + 2021)(2022 — 2021) + (2020 + 2019)(2020 — 2019) + -+ 2+ 1)(2 —

1) = 4043 + 4039 + -+ 3 = 21011 = 2045253 (6 pont)




A nevezdében 1011 egy értékii par készithetd, igy a nevezd értéke 1011 (3 pont)
A tort pontos ertéke: 2023 (1 pont)
Osszesen: 10 pont



12. évfolyam gimndzium

Pontozasi utmutato

1. Egy szabalyos dobokockéval 6tszor dobunk egymas utan €s sorban leirjuk a dobott pottyok
szamat, ezzel igy Otjegyli szamsorozatot kapunk.

a) Hanyféle szamsorozatot kaphatunk?
b) Hanyféle olyan sorozatot kaphatunk, melyekben pontosan egy kettes szerepel?

C) Mennyi annak a valosziniisége, hogy az els6 helyen, a tobbi helyen allo szamtol
kiilonb6z6 szam all?

Megoldas:

a) Minden dobas hatféle lehet, igy Osszesen 6° =7776 szdmsorozatot kaphatunk.

(2 pont)
b) Az egy kettes helyére 6t lehet6ség van, a tobbi helyre 6t szamjegy kertilhet, igy a
feltételnek megfeleld szamsorozatok szdma: 5-54 = 3125 (3 pont)
¢) Az els6 helyen hatféle szamjegy allhat, mig a tobbi helyen 6tféle szam. (1 pont)
Ezért a kedvezé esetek szama 6-5% = 3750. (2 pont)
4
A kérdéses valosziniiség P = 665 =0,482 (2 pont)
Osszesen: 10 pont

2. Az egységnyi oldali ABCD négyzet belsé P pontjara teljesiil, hogy PABIJ =15° és
PBA =30°. A négyzet kozéppontjat O-val jelolve, mekkorak az APO haromszog szogei?

Megoldas:

Készitsiink megfeleld abrat!

D

Jo abraért. (1 pont)
A feltételek miatt az APB szog 135°. (1 pont)



frjuk fel a szinusztételt az ABP haromszogre: AP : a = sin30° : sin135°. (Az ABCD

oldalhosszat jeldle a.) (3 pont)

. o oo V2 _ 2
Felhasznalva, hogy sin30° = 0,5, sin135° = - ezért AP =qa - - (2 pont)
Ugyanakkor AO=a - g (a négyzet 4tlojanak a fele), igy APO haromszdg egyenlé szar.
(2 pont)
Mivel PAO sz6g 30°, APO szog 75° és POA szog 75°. (1 pont)
Osszesen: 10 pont

3. Az ABC héaromszog C csticsbol indulo belso szogfelezdje illeszkedik az  y = X egyenesre.
Hatarozzuk meg a haromszog C cstcsanak koordinatait, ha A(12;-1) és B(6;14)!

Megoldas:

Ha a C csticsbol induld szdgfelezore tikkrozziik az A, illetve a B csucsot, akkor A’ illeszkedik

a BC oldal egyenesére, illetve B illeszkedik a AC oldal egyenesére (2 pont)

Mivel a C-bél induléd szogfelezd illeszkedik az y = X egyenesre, ezért A'(-1;12), B'(14;6).

(2 pont)

Az A'B egyenes és a y = X egyenes metszéspontja adja a C pontot. (1 pont)

A'B egyenes egyenlete: vec = (7;2): 2x—7y =86, igy (2 pont)
Az egyenletrendszer megoldasa:

86 86
—5y=-86, y=—, X=— 2 pont

y y=7 c (2 pont)

Tehat a keresett C (% ; %) (1 pont)

Osszesen: 10 pont

4. Tekintsiik az f:R— R, f(X)=(p-2)x* +(2p +1)x +% p+2 masodfoku fuggvényeket,

ahol p 2-t61 kiilonboz6 valds szam.
a) Van-e a p paraméternek olyan értéke, amelyre a masodfoku fiiggvénynek nincs
koz06s pontja az x tengellyel?
b) Hatarozzuk meg azokat a pontokat, amelyekre a p lehetséges értékeihez tartozd
figgvények mindegyike illeszkednek!

¢) Hatarozzuk meg p értékét ugy, hogy a (p - 2)X2 + (2 p +1)X + % p+2=0 egyenlet

o . " S
gyokeinek a négyzetdsszege 2 legyen!

Megoldas:

a) Irjuk fel a masodfoku kifejezés diszkriminansat!



D=(2p+1)2—4(p—2{%p+2j:4p2 +4p+1-3p? —2p+16=p? +2p+17=

(p+1)* +16
Ez minden p értékre pozitiv, ami azt jelenti, hogy az f fliggvénynek mindig két zérus
helye van. Tehat nincs olyan p, amelyre nincs kdzds pont az x tengellyel. (3 pont)

b) f(x)-et rendezziik p-re!
f(x):[x2+2x+%p—2x2+x+2, (1 pont)

. . 3
ami akkor fliggetlen p-t61, ha p egyiitthatdja 0, azaz X* + 2X + 2 =0 esetén.

1 3
Ez x, = —5 X, = 3 esetén teljesiil (2 pont)
_ 1 3
A Keresett pontok: R,| — E;1 Pl - E;—4 . (1 pont)
3 5,
2 —p+2 —p°+3p+9
c) x12+x22:(x1+x2)2—2x1x2:(—Zpﬂj —24 =2 - _2
p-2 p-2  (p-2f 2
1
Ahonnan p=—. 3 pont
p= (3 pont)
Osszesen: 10 pont
5. Oldjuk meg a valds szamparok halmazan a kovetkez6 egyenletet!
1Y 2
(sin2 x—z) +(y? +cosx) =0
Megoldas:
Két nemnegativ szam 0sszege csak tigy lehet 0, ha mindkett6 0. (1 pont)
2
A [sin Zx— %) =0, ha [sinx] = 0,5, ekkor cosx = ? vagy COSX = —? : (3 pont)
Az (y2 +CO0S x)= 0 miatt csak a cosx = —? lehetséges,
az ehhez tartozo X értékek: (2 pont)
X, = %+ k27, X, :%[+ 127, ahol k, | egész szamok. (2 pont)
Minden x értékhez két y érték tartozik, amik y = + - (2 pont)

Osszesen: 10 pont



6. Hany olyan x valos szam van, amelyre a valos szamok halmazan értelmezett

fx) =/x2+1024 —y/x2 + 1
fiiggvény egész értéket vesz fel?

Megoldas:

Alakitsuk at az f(X) fliggvényt a szamlald gyoktelenitésével:

VxZ + 1024 +Vx2 + 1 1023
fo) = (Va2 +1024 - /x2 +1)- _

Va2 +1024 +Vx2 +1  Vx?+ 1024 ++Vx2 + 1

(4 pont)

Az f(X) paros fiiggvény, mert f(X) = f(-x). (2 pont)
Ha x > 0, akkor a fiiggvény szigordan monoton csokken, X = 0 esetén a fliggvénynek
maximuma van. f(0) = 31. (2 pont)
Mivel f(x) > 0, a lehetséges egész fliggvényértékek: 1, 2, 3, ... ,30 (ezeket két helyen veszi
fel a fliggvény) és a 31. (1 pont)
Tehat 6sszesen 2*30 + 1 = 61 helyen vesz fel a fliggvény egész értéket. (1 pont)

Osszesen: 10 pont



12. évfolyam technikum

Pontozasi utmutato

1. Hatarozzuk meg azokat a haromjegyii szamokat, amelyek egyenlék szamjegyei 6sszegének a 23-
szorosaval.

Megoldas:
frjuk fel a feltételt a helyi értékekkel:
100a+10b+c=23(a+b+c). (2 pont)
Rendezziik az egyenletet a kdvetkezo alakra:
11(7a-2c)=13b (2 pont)
Mivel (11;13) =1, ezért 11|b. tekintettel arra, hogy b szamjegy, b =0. Amibél (2 pont)
7a—2c =0 kovetkezik. (1 pont)
Figyelembe véve a feltételeket ez az egyenldség, csak ¢ =7 és a = 2 esetén teljesiil.
(2 pont)
Ellendrzés. (1 pont)
Vilasz: A feltételeknek egyetlen haromjegyli szam felel meg, a 207.
Osszesen: 10 pont

2. Egy banketten a meghivottak kézfogassal iidvozlik egymast (mindenki mindenkivel
pontosan egyszer fogott kezet). Két meghivott mas elfoglaltsaga miatt nem tudott részt venni
a banketten, igy a lehetséges kézfogasok szdma 35-tel csokkent. Hany embert hivtak meg a
bankettre?

Megoldds:

Ha a két lemondas utdn n résztvevd maradt, akkor mindenki n - 1 kézfogast adott, s ez

n(n—-1)

Osszesen 5 kézfogas. (2 pont)

(n+2)n+1)

Eredetileg n + 2 résztvevé volt, ez kézfogast jelent. (1 pont)

(n+2)\n+1) n(n-1)

> 2 +35 (3 pont)
(n+2)n+1)=n(n-1)+70 (1 pont)
n’>+3n+2=n*-n+70
4n =68 (1 pont)
n=17
Tehat 19 meghivott volt a bankettre. (1 pont)
Ellen6rzés (1 pont)

Osszesen: 10 pont



3. Egy szabalyos dobdokockaval 6tszor dobunk egymas utan €s sorba leirjuk a dobott pottydk
szamat, igy Otjegyli szamsorozatot kapunk.

a) Hanyféle szamsorozatot kaphatunk?
b) Hanyféle sorozatot kaphatunk, melyekben pontosan egy kettes szerepel?

c) Mennyi annak a valosziniisége, hogy az els6 helyen, a tobbi helyen allo szamtol
kiilonb6z6 szdm all?

Megoldas:

a) Minden dobas hatféle lehet, igy Osszesen 6° =7776 szadmsorozatot kaphatunk.

(2 pont)

b) Az egy kettes helyére 6t lehetdség van, a tobbi helyre 6t szdmjegy keriilhet, igy a
feltételnek megfelelé szamsorozatok szama: 5-5% = 3125 (3 pont)
¢) Az els6 helyen hatféle szamjegy allhat, mig a tobbi helyen 6tféle szam. (1 pont)
Ezért a kedvezd esetek szama 6-5% = 3750. (2 pont)

4

A kérdéses valosziniiség P = 665 =0,482 (2 pont)
Osszesen: 10 pont

4. Az ABC haromszogben az AB oldal kétszer olyan hosszisagu, mint az AC oldal. Tudjuk,
hogy a C pont ugyanolyan tavol van az AB oldal egyenesétdl, minta B ponta C pontbol
indulo sulyvonal egyenesétol. Mekkorak az ABC haromszog szogei?

Megoldds: A feltételeknek megfeleld abrat készitettiink, ahol F az AB oldal felezépontja, és
igy CF egyenese stlyvonal az ABC haromszogben.

(1 pont)
A CFE ¢és BFD haromszogek szogei egyenlok, mert a két haromszogben van egy-egy
derékszog ¢s a CFEZ illetve a BFDZ csucsszdgek, tehat egyenlok, ebbdl kdvetkezden a
két haromszog harmadik szogei is egyenldk, hiszen minden haromszdgben a belsd szogek
Osszege 180°. (1 pont)
A feltételek szerint CE = BD, igy a CFE és BFD haromszogekben egy-egy megfeleld
szoggel szemkozti oldal hosszusaga is megegyezik, ezért a két haromszog egybevago, tehat
a tobbi megfeleld oldal hosszusaga is egyenld.
Ezek szerint példaul CF = BF , vagyis a BCF haromszog egyenld szarq. (2 pont)
Ugyanakkor az AB =2- AC feltételb6l AF = AC illetve AF = BF kovetkezik, de
CF = BF miatt azt kapjuk, hogy AF = AC =CF is teljesiil, vagyis az AFC haromszog



szabalyos, amelynek szogei 60°-0sak. (2 pont)
Ezért AFCZ =60°, ez a szog egyuttal kiilsé szoge a BCF haromszognek, amely a fentiek
szerint egyenld szara. A kiils6 szogekre vonatkoz6 tétel szerint ez pedig pontosan azt jelenti,

hogy FBCZ = FCBZ =30°. (2 pont)
gy az ABC haromszog szogei a kovetkezék: ABC/ =30°; BACZ =60°, végiil

ACB«£=90°. (2 pont)
Osszesen: 10 pont

5. Haromszogszamoknak nevezzik a h =1, h, =1+2, h, =1+2+3, ..., h, =1+2+3+...+n,
stb. szamokat. Szamitsuk ki az els6 2022 haromszdgszam reciprokanak az 9sszegét!

Megoldas:

1 . .
Ah=1+2+3+...+n= n(n2+ ) n-edik haromszogszam zartalakja. (2 pont)

A zartalak segitségével az Gsszeget felirva:

1 1 1 1
S=2Gtntnt Y unas (2 pont)
1 1 1

Felhasznalva, hogy ——— = ———— 2 pont
P hk+D) K k+1 (2 pon)

=141 1,1 1., ., t 1 _ (2 pont)

2'2 33 4 L 2022 2023
Osszesen: 10 pont

6. Az ABCD trapéz AC és BD 4tloi az M pontban metszik egymast. Az ABM és ADM
haromszogek tertiletének aranya 8 : 7. Mekkora a trapéz teriilete, ha a CDM haromszdg teriilete
2023 teriiletegység?

Megoldas:

Jeloléseink az abran lathatok.

D
e T,
2 'Kn -
- T1 X
A B
(1 pont)
A feltételek szerint Ty : To =8 : 7, ezért Ty = (8 : 7)-Ta. (1 pont)

Mivel az ABC és ABD haromszogek AB alapja és az ehhez tartoz6 magassaguk az AB és CD
szakaszok parhuzamossaga miatt egyenld, ezért T1 + T2 = T1 + T3, azaz T2 = T3, tehat az ADM
¢s BCM haromszogek teriilete egyenlo. (2 pont)
Az ABM ¢és ADM haromszogek teriiletének aranya megegyezik a BM és DM szakaszok
aranyaval, hiszen a két haromszdg ezen oldalakhoz tartoz6 magassaga egyenld. Ez azt is jelenti,
hogyBM: DM =8:7. (1 pont)



Ugyanakkor Tz : T4 = 8 : 7 is fennall, mert a BCM és CDM haromszogek BM és DM
szakaszokhoz tartozo magassaga ugyancsak egyenld. Eszerint To = T3 =(8 : 7).Ts. (1 pont)

Tudjuk, hogy T4 =2023, ezért To = T3 =(8 : 7)-2023 = 2312, teriiletegység. A T1=(8 : 7)-T2 =

2
2642; teriiletegység. (2 pont)
2 2
Az ABCD trapéz teriilete tehat T1 +2.To + T4 = 2642; + 4624 + 2023 = 9289; terliletegység.
(2 pont)
10 pont

Osszesen:



